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AVERTISSEMENT. 



Cette nouvelle édition des Œuvres de Laplace, publiée par 
les soins de sa famille, sous les auspices de T Académie des 
Sciences, réunit, pour la première fois, aux divers Ouvrages 
compris dans les éditions précédentes, la collection des Mémoires 
de l'illustre Astronome, rangée par ordre chronologique. 

Elle permettra de comparer la forme définitive de la pensée 
de l'Auteur aux études par lesquelles il s'était préparé pendant 
de longues années à élever le monument qui a rendu son nom 
inséparable de celui de Newton. 

Le nouvel hommage rendu à la mémoire de Laplace est dû 
à l'initiative du Général marquis de Laplace, son fils, dont le 
testament renfermait les dispositions suivantes : 

a Je veux que , sur les plus clairs deniers de ma succession , 
» une somme de soixante -dix mille francs soit prélevée, pour 
» être affectée à la réimpression des Ouvrages de mon père, 
» dont l'édition imprimée aux frais de l'État, par la loi du 
» i5 juin 1842, est à peu près épuisée. 

» Je prie MM. Dumas et Elie de Beaumont, membres de 
» l'Institut, dont l'attachement à la mémoire de mon père est 
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» si connu , de vouloir bien se charger de surveiller cette nou- 
» velle édition. » 

M™* la Marquise de Colbert , nièce du Général et petite-fille 
du grand Astronome, voulant que le témoignage de vénération 
rendu à la mémoire de son aieul fût complet, a mis à la dispo- 
sition de l'Académie la somme importante qu'exigeait la publi- 
cation de son Œuvre entière. 

M. Élie de Beaumont, Secrétaire perpétuel de l'Académie 
pour les Sciences mathématiques, étant décédé avant l'ouver- 
ture du testament du Général Marquis de Laplace, son suc- 
cesseur, M. J. Bertrand, se trouvait naturellement appelé à le 
remplacer dans une œuvre de surveillance pour laquelle une 
haute et particulière compétence le désignait d'ailleurs. 

Les soins qu'exigeait ce travail considérable, long et délicat, 
rendaient indispensable l'active coopération de collaborateurs 
dévoués et offrant à la Science toutes les garanties nécessaires. 

M. Puiseux, Membre de l'Académie des Sciences, et M. Houël, 
professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux, ont saisi avec 
empressement l'occasion de donner à la mémoire de Laplace un 
témoignage de leur vénération. C'est à leurs soins respectueux 
et à leur profonde intelligence des questions sur lesquelles s'est 
exercé le génie de Laplace que les astronomes et les géomètres 
devront reporter toute leur gratitude, lorsqu'ils reconnaîtront avec 
quelle scrupuleuse fidélité les textes ont été arrêtés, après des 
études et des comparaisons qui ont toujoiu*s permis de remonter 
à la vraie pensée de l'Auteur. 

La partie matérielle de cette importante publication a été 
confiée à M. Gauthier- Villars. L'habile et consciencieux éditeur 
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n'a rien négligé pour que l'œuvre fût digne de la grandeur du 
sujet, de la gloire de l'Auteur et du sentiment pieux de la 
famille. 

Ij' Académie, sur le Rapport de la Section d'Astronomie et 
de la Commission administrative, après avoir pris connaissance 
des conditions dans lesquelles devait s'accomplir ce travail et 
des soins dont il était entouré, a décidé, dans la Séance du 
16 juillet 1877, que la nouvelle édition serait publiée sous ses 
auspices et sous sa responsabilité. Les deux Secrétaires perpé- 
tuels demeurent, en conséquence, chargés de poursuivre offi- 
ciellement désormais une mission confiée d'abord à titre privé, 
par le Général Marquis de Laplace, à l'affection de MM. Dumas 
et Elie de Beaumont. 



NOTICE 



SUR 



LE GÉNÉRAL MARQUIS DE LAPLACE 



Le Général Marquis de Laplace (Charles-Émile-Pierre- Joseph), né 
à Paris, le i5 avril 1789, fils de l'illustre astronome, avait choisi la 
carrière militaire. Élève de l'École Polytechnique et de l'École de 
Metz, il entrait en 1809, à l'âge de vingt ans, au 2® régiment d'ar- 
tillerie. 

La haute situation de son père , entouré du respect universel , 
chancelier du Sénat et considéré par Napoléon P' comme l'une des 
gloires de son époque et de son Empire, lui aurait rendu facile l'accès 
des voies paisibles et sans péril de la diplomatie ou de l'administra- 
tion ; il préféra le métier des armes avec les privations, les fatigues et 
les dangers que ne devaient pas lui épargner les campagnes d'Alle- 
magne, de Russie et de France, pendant lesquelles il s'élevait, par ses 
services, du grade de sous-lieutenant à celui de chef d'escadron. 

Son âme ferme, son amoiu* du devoir et son respect pour la disci- 
pline l'avaient préparé à rechercher les périls et à comprendre les 
obligations de la vie des camps, dans laquelle il avait débuté muni 
des témoignages de l'affection éclairée et prévoyante de son père : 

« C'est avec bien du regret, mon ami », lui écrivait celui-ci, le 
17 juin 1809, « que je te vois partir de Metz sans que je puisse t'em- 



VI NOTICE SUR LE GÉNÉRAL MARQUIS DE LAPLACE. 

» brasser et te donner ma bénédiction. J'espère que tu te feras hon- 
» neur dans la noble carrière que tu vas parcourir. 

» Tu seras ma consolation et celle de ta mère. Je prie Dieu qu'il 
» veille sur tes jours. Aie-le toujours présent à ta pensée, ainsi que 
» ton père et ta mère. Songe que de toi dépend principalement notre 
» bonheur. 

» Malheureusement, retenu à Paris par mes fonctions, je ne puis 
» te témoigner que par écrit combien je t'aime et combien je désire 
» que tu te distingues en servant utilement ton pays. » 

Sous tous les rapports, les vœux du grand Astronome furent exau- 
cés, et lorsque, à sa mort, son fils lui succédait à la Chambre des Pairs, 
en 1827, il était déjà parvenu au grade de colonel dans l'arme de 
Tartillerie. 

Après avoir exercé divers commandements^ et notamment à l'École 
de la Fère et à Vincennes, il fut nommé Général de division en i843. 
A partir de cette époque, soit par les inspections générales dont il était 
chargé chaque année, soit par sa coopération active aux travaux du 
Comité d'Artillerie, dont il était Membre, il contribua avec une ardeur 
patriotique et convaincue à toutes les améliorations qui ont successi- 
vement transformé le matériel de l'artillerie, l'armement de nos places 
fortes et la défense de nos côtes. 

Jusqu'à la fin de sa carrière, le Général de Laplace a consacré sa vie 
au culte de la mémoire de son glorieux père, aux soins qu'il rendait à 
sa mère, parvenue aux dernières limites de Tâge avec toute la vivacité 
de son rare esprit et toutes les bienveillances de son cœur généreux, 
à l'armée enfin, à laquelle, au milieu des troubles politiques, il se 
rattachait toujours en serviteur fidèle et dévoué. 

A la Chambre des Pairs et au Sénat, si son rang dans l'armée l'ap- 
pelait souvent à prendre part à la discussion des projets ayant trait à 
la constitution militaire de la France ou à l'organisation de nos 
troupes, son nom le signalait naturellement, dès qu'il s'agissait de 
questions de nature à intéresser les Sciences. 




NOTICE SUR LE GÉNÉRAL MARQUIS DE LAPLACE. tu 

Si le Système métilque français , à la création duquel son illustre 
père avait pris une part prépondérante, s'est établi définitivement 
dans notre pays et s'il s'est étendu chez la plupart des nations civi- 
lisées, il serait injuste d'oublier qu'on le doit en grande partie à ses 
soins persévérants. Mettant tour à tour en jeu l'influence que sa 
situation élevée dans l'État lui assurait auprès des représentants «des 
pouvoirs publics, et la confiance qu'il inspirait aux représentants de 
la Science, excitant les uns et soutenant les autres, il parvint à ga- 
rantir au Système métrique sa place définitive dans nos lois et à faire 
passer son usage habituel dans nos mœurs. 

Les rapports qui existent entre le Système métrique et le Système 
monétaire avaient amené le Général de Laplace à porter une attention 
particulière sur toutes les questions que soulèvent la fabrication et la 
circulation des monnaies. Sa parole sur ces sujets, considérés pendant 
longtemps comme entourés de mystère, était toujours écoutée avec 
faveur et souvent décisive dans le débat. Il s'attachait avec une per- 
sévérance infatigable à maintenir le système monétaire en concordance 
absolue avec le système décimal. 

Le Général de Laplace était l'homme du devoir. Ses habitudes 
simples, son caractère bienveillant, la douceur et la sûreté de son 
commerce l'avaient entouré dans l'armée, à la Chambre des Pairs et 
au Sénat, d'un respect qui, provoqué par son nom d'abord, s'adres- 
sait bientôt plus particulièrement à sa personne. Dans ce milieu du 
monde de la guerre ou de la politique, où sa destinée l'avait conduit, 
le nombre des admirateurs compétents des immortelles Œuvres de son 
père n'était pas grand ; mais le culte intérieur qu'il portait à sa mé- 
moire n'avait pas besoin d'être entretenu par des manifestations étran- 
gères. Il aimait à se retirer dans cette maison d'Arcueil et à se recueillir 
près de ce modeste cabinet de travail , témoins respectés de tant de 
labeurs et de veilles, point de départ de tant de sublimes conceptions. 

Après les événements de 1 870, le Général de Laplace s'était éloigné 
du monde et s'était concentré dans ses souvenirs ; il fut enlevé à sa 
famille et à ses amis le 27 octobre 1 874» à la suite d'une longue maladie. 

Œuvres de L. — I. b 
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M™*^ de Laplace avait voulu, en 1842, consacrer une part de son 
patrimoine à publier une édition des Œuvres de son illustre époux ; 
le Gouvernement ne permit pas ce sacrifice; il jugea qu'il appartenait 
à la France, assez riche alors pour payer sa gloire, d'acquitter la dette 
de la Science et celle de la Nation. L'édition fut publiée aux frais de 
l'Étet. 

Le Général Marquis de Laplace n'a pas accepté que, trente ans après, 
une semblable libéralité fût imposée au pays épuisé par ses malheurs; 
il n'a pas voulu cependant que les nouvelles générations fussent pri- 
vées des grands enseignements que les Œuvres de son père offrent 
aux intelligences élevées, et, par une disposition qui atteste quelles 
furent les préoccupations constantes de sa vie, il a confié à sa famille 
et à deux de ses amis le soin d'élever encore une fois un monument à 
la mémoire de son glorieux père, par la publication complète de ses 
Œuvres, mais à ses frais et sur ses propres ressources. L'Académie 
s'est empressée de réclamer sa part dans l'accomplissement de ce de- 
voir. 

La Science, dans sa reconnaissance, n'oubliera jamais que c'est au 
Général de Laplace et à M"°* la Marquise de Colbert qu'elle doit de 
pouvoir contempler dans leur ensemble les travaux de l'émule de 
Newton . 
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Newton publia, vers la fin du dernier siècle, la découverte de la pe- 
santeur universelle. Depuis cette époque, les Géomètres sont parvenus 
à ramener à cette grande loi de la nature tous les phénomènes connus 
du Svstème du monde, et à donner ainsi aux théories et aux Tables 
astronomiques une précision inespérée. Je me propose de présenter 
sous un même point de vue ces théories éparses dans un grand nombre 
d*ouvrages, et dont Fensemble, embrassant tous les résultats de la 
gravitation universelle sur l'équilibre et sur les mouvements des corps 
solides et fluides qui composent le système solaire et les systèmes 
semblables répandus dans Timmensité des cieux, forme la Mécanique 
céleste. L'Astronomie, considérée de la manière la plus générale, est 
un grand problème de Mécanique, dont les éléments des mouvements 
célestes sont les arbitraires; sa solution dépend à la fois de l'exactitude 
des observations et de la perfection de l'Analyse, et il importe extrê- 
mement d'en bannir tout empirisme et de la réduire à n'emprunter 
de l'observation que les données indispensables. C'est à remplir, autant 
qu'il m'a été possible, un objet aussi intéressant, que cet Ouvrage est 
destiné. Je désire qu'en considération de l'importance et des difficultés 
de b matière, les Géomètres et les Astronomes le reçoivent avec in- 
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dulgence, et qu'ils en trouvent les résultats assez simples pour les 
employer dans leurs recherches. Il sera divisé en deux Parties. Dans 
la première, je donnerai les méthodes et les formules pour déterminer 
les mouvements des centres de gravité des corps célestes, la figure 
de ces corps, les oscillations des fluides qui les recouvrent, et leurs 
mouvements autour de leurs propres centres de gravité. Dans la 
seconde Partie» j'appliquerai les formules trouvées dans la première 
aux planètes, aux satellites et aux comètes: je la terminerai par Texa- 
men de diverses questions relatives au Système du monde et par une 
Notice historique des travaux des Géomètres sur cette matière. J'adop- 
terai la division décimale de l'angle droit et du jour, et je rapporterai 
les mesures linéaires à la longueur du mètre, déterminée par l'arc du 
méridien terrestre compris entre Dunkerque et Barcelone. 



III 



PREMIÈRE PARTIE. 



THÉORIE GÉNÉRALE DES MOUVEMENTS ET DE LA FIGURE 

DES CORPS CÉLESTES. 



LIVRE PREMIER. 

DES LOIS GÉNÉRALES DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT. 



Je vais établir dans ce Livre les principes généraux de l'équilibre 
et du mouvement des corps, et résoudre les problèmes de Mécanique, 
dont la solution est indispensable dans la théorie du Système du 
monde. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE l'équilibre et de la COMPOSmON DES FORCES QUI AGISSENT 

SUR UN POINT MATÉRIEL. 



1 . Un corps nous parait se mouvoir, lorsqu'il change de situation 
par rapport à un système de corps que nous jugeons en repos; mais, 
comme tous les corps, ceux même qui nous semblent jouir du repos 
le plus absolu, peuvent être en mouvement, on imagine un espace 
sans bornes, immobile et pénétrable à la matière : c'est aux parties de 
cet espace réel ou idéal que nous rapportons par la pensée la position 
des corps, et nous les concevons en mouvement lorsqu'ils répondent 
successivement à divers lieux de l'espace. 

La nature de cette modification singulière, en vertu de laquelle un 
corps est transporté d'un lieu dans un autre, est et sera toujours in- 
connue : on l'a désignée sous le nom de force, on ne peut déterminer 
que ses effets et les lois de son action. L'effet d'une force agissant sur 
un point matériel est de le mettre en mouvement, si rien ne s'y op- 
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pose; la direction de la force est la droite qu'elle tend à lui faire dé- 
crire. Il est visible que, si deux forces agissent dans le même sens, 
elles s'ajoutent Tune à l'autre, et que, si elles agissent en sens con- 
traire, le point ne se meut qu'en vertu de leur différence. Si leurs 
directions forment un angle entre elles, il en résulte une force dont 
la direction est moyenne entre celles des forces composantes. Voyons 
quelle est cette résultante et sa direction. » 

Pour cela , considérons deux forces x et y, agissant à la fois sur un 
point matériel M et formant entre elles un angle droit. Soient z leur 
résultante, et l'angle qu'elle fait avec la direction de la force x\ les 
deux forces x%iy étant données, l'angle sera déterminé, ainsi que la 
résultante z, en sorte qu'il existe entre les trois quantités a:, z et 6 
une relation qu'il s'agit de connaître. 

Supposons d'abord les forces x ei y infiniment petites et égalées 
aux différentielles dx et dy\ supposons ensuite que, x devenant suc- 
cessivement dx^ 2fltr, 3d!r, ..., y devienne dy^ ndy^ 3rf^, ...; il est 
clair que l'angle sera toujours le même, et que la résultante z de- 
viendra successivement dz^ 2dz, 3dz,...; ainsi, dans les accroisse- 
ments successifs des trois forces x, y et z, le rapport de x k z sera 
constant et pourra être exprimé par une fonction de 0, que nous 
désignerons par 9(6); on aura donc x = 2(p(6), équation dans laquelle 
on peut changer x en 7» pourvu que l'on y change semblablement 

l'angle 6 dans ~ — 6, x étant la demi-circonférence dont le rayon est 
l'unité. 

Maintenant, on peut considérer la force x comme la résultante de 
deux forces x^ et af^ dont la première x' est dirigée suivant la résolu 
tante s» et dont la seconde x^ est perpendiculaire à cette résultante. 
La force x, qui résulte de ces deux nouvelles forces, formant l'angle I 

avec la force x^ et Tangle ~ — 6 avec la force oc^, on aura 

oi peut donc substituer ces deux forces à la fiùrce ^. Os peut substî^ 
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tuer pareillement à la force y deux nouvelles forces y' et y\ dont la 

première est égale à — et dirigée suivant 5, et dont la seconde est égale 

à -^ et perpendiculaire à js; on aura ainsi, au lieu des deux forces x 

et y, les quatre suivantes 

x'^ y^ xy xy 

z z z z 

les deux dernières, agissant en sens contraire, se détruisent; les deux 
premières, agissant dans le même sens, s'ajoutent et forment la résul- 
tante z ; on aura donc 

d*où il suit que la résultante des deux forces x et y est représentée, 
pour la quantité, par la diagonale du rectangle dont les côtés repré- 
sentent ces forces. 

Déterminons présentement l'angle 6. Si l'on fait croître la force x, 
de la différentielle dx, sans faire varier la force y, cet angle diminuera 
d'une quantité infiniment petite ^6; or on peut concevoir la force dx 
décomposée en deux, l'une dx" dirigée suivant z, et l'autre da/' per- 
pendiculaire à z; le point M sera donc alors sollicité par les deux 
forces z + dx' et dx" perpendiculaires entre elles, et la résultante 
de ces deux forces, que nous nommerons z\ fera avec da/' l'angle 

é/0; on aura ainsi, par ce qui précède, 

la fonction çf- — é/8 j est par conséquent infiniment petite et de la 

forme —id% k étant une constante indépendante de l'angle 6; on a 
donc 

dx" , -^ 

~r- — — kdO. 

z 

z' est, à un infiniment petit près, égal à js ; de plus, daf formant avec 
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dx l'angle - — 6, on a 
partant 



d6 = -^ 



ydx 



kz^ 



Si Ton fait varier la force y de dy^ en supposant x constant, on aura la 
variation correspondante de l*angle 0, en changeant dans l'équation 

précédente x eny^ y en a?, et 6 dans 6; ce qui donne 



,^ xdr 
d9= -î-4; 



en faisant donc varier à la fois x et y, la variation totale de Tangle B 



xdr— ydx . ,, 

sera — -,-^ — » et 1 on aura 

kz^ 



Z'^ 

Substituant pour z* sa valeur x^ -\-y^ ^i intégrant, on aura 

•J=tang(/fô-hp). 

p étant une constante arbitraire. Cette équation, combinée avec celle-ci 
x^ -\-y^ =^z'^^ donne 

X:::^ZC0S[k6 -h p). 

Il ne s'agit plus que de connaître les deux constantes A et p; or, si 
Ton suppose y nul, on a évidemment s = a? et 6 = o; donc cosp = i 
et x = zco^k^. Si Ton suppose x nul, on a z=zy et 6 = ^7^; cosAd 
étant alors égal à zéro, k doit être égal à 2tn + 1, n étant un nombre 
entier, et dans ce cas x sera nul toutes les fois que 8 sera égal à 

— ^ — -, mais, X étant nul, on a évidemment 6 = -tu; donc 2/14-1 = 1, 

ou n = o, et, par conséquent, 
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De là il suit que la diagonale du rectangle construit sur les droites qui 
représentent les deux forces xety représente non-seulement la quan- 
tité, mais encore la direction de leur résultante. Ainsi Ton peut, à 
une force quelconque, substituer deux autres forces qui forment les 
côtés d'un rectangle dont elle est la diagonale; et il est facile d*en 
conclure que Ton peut décomposer une force en trois autres qui for- 
ment les côtés d*un parallélépipède rectangle dont elle est la dia- 
gonale. 

Soient .donc a, 6, c les trois coordonnées rjBctangles de l'extrémité 
de la droite qui représente une force quelconque, et dont l'origine 
est celle des coordonnées; cette force sera exprimée par la fonction 
va* 4- 6* -f- c*, et, en la décomposant parallèlement aux axes des a, 
des b et des c, les forces partielles seront exprimées respectivement 
par ces coordonnées. 

Soient a , b\ c' les coordonnées d'une seconde force; a-\-a\ b -\- b\ 
c -h c' seront les coordonnées de la résultante des deux forces, et re- 
présenteront les forces partielles dans lesquelles on peut la décom- 
poser parallèlement aux trois axes; d'où il est aisé de conclure que 
cette résultante est la diagonale du parallélogramme construit sur les 
deux forces. 

En général, a, 6, c; a\ b\ c ; a!\ b'\ c"\... étant les coordonnées 
d'un nombre quelconque de forces, a 4- a'4- a"4- . . . , 6 M- ô'-f- 6"-i- . . . , 
c-^d -^c" -^- ... seront les coordonnées de la résultante, dont le carré 
sera la somme des carrés de ces dernières coordonnées; on aura donc 
ainsi la grandeur et la position de cette résultante. 

2. D'un point quelconque de la direction d'une force S, point que 
nous prendrons pour l'origine de cette force, menons au point maté- 
riel M une droite, que nous nommerons s\ soient a?, y, z les trois coor- 
données rectangles qui déterminent la position du point M, et a, 6, c 
les coordonnées de l'origine de la force; on aura 



Si l'on décompose la force S parallèlement aux axes des x, des y et 

OEwnrei de Z. — I. 2 
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des js, les forces partielles correspondantes seront, par le numéro pré- 
ccident, 

S . S -^ , S j ou S-v— 1 S-T-1 S-r-y 

$ s $ ox ôjr ôz 

ôx^ ôr' 'ôz ^*P'**'^^^t» suivant la notation reçue, les coefficients des 

■ 
variations Sa?, ty, %z^ dans la variation de Texpression précédente de s. 

Si Ton nomme pareillement s' la distance de M à un point quelconque 

de la direction d'une autre force S', pris pour Torigine de cette force, 

fît' * 

S'^ sera cette force décomposée parallèlement à Taxe des x^ et ainsi 

de suite; la somme des forces S, S\ S'\ . . ., décomposées parallèlement 

à cet axe, sera donc 2Sj-9 la caractéristique 2 des intégrales finies 

exprimant ici la somme des termes S ^r» S'-t-' — 

* Ox ox 

Soient V la résultante de toutes les forces S, S', . . . , et a la distance 
du point M à un point de la direction de cette résultante, pris pour son 

origine ; V -r- sera Texpression de cette résultante décomposée parallè- 
lement à Taxe des x\ on aura donc, par le numéro précédent, 



ox dx 



On aura pareillement 



dy ày oz ôz 

d'où Ton tire, en multipliant respectivement ces trois équations par ^, 
^yf S^t et en les ajoutant ensemble, 

[a] \iu = lSis; 

cette dernière équation ayant lieu, quelles que soient les variations &r, 
^y, iz, elle équivaut aux trois précédentes. Si son second membre est 
la variation exacte d'une fonction <p, on aura ySi£ = ^, et par consé- 
quent 

dx dx* 
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c'e3t-à-dire que la somme de toutes les forces S, S', . . . , décomposées 
parallèlement à Taxe des x^ est égale à la différence partielle -y- Ce cas 

a généralement lieu lorsque ces forces sont respectivement fonctions de 
la distance de leur origine au point M. Alors, pour avoir la résultante 
de toutes ces forces, décomposée parallèlement à une droite quelconque, 
on prendra Tintégrale 2/S^, et, en nommant 9 cette intégrale, on la 
considérera comme une fonction de x et de deux autres droites perpen- 
diculaires entre elles et à a;; la différence partielle ^ sera la résultante 
des forces S, S\ . . . , décomposée parallèlement à lar droite x, 

3. Lorsque le point M est en équilibre en vertu de toutes les forces 
qui le sollicitent, leur résultante estnulle, et Téquation (a) devient 

[h] a=2Sa5, 

c'est-à-dire que, dans le cas de Téquilibre d*un point sollicité par un 
nombre quelconque de forces, la somme des produits de chaque force 
par l'élément de sa direction est nulle. 

Si le point M est forcé d'être sur une surface courbe, il éprouvera de 
sa part une réaction , que nous désignerons par R. Cette réaction est 
égale et directement contraire à la pression que le point exerce sur la 
surface; car, en le concevant animé des deux forces R et — R, on peut 
supposer que la force — R est détruite par la réaction de la surface, et 
qu'ainsi le point M presse la surface avec la force — R. Or la force de 
pression d'un point sur une surface lui est perpendiculaire; autrement 
elle pourrait se décomposer en deux, l'une perpendiculaire à la surface, 
et qui serait détruite par elle, l'autre parallèle à la surface, et en vertu 
de laquelle le point n'aurait point d'action sur cette surface, ce qui est 
contre la supposition; en nommant donc r la perpendiculaire menée 
par le point M à la surface , et terminée à un point quelconque de sa 
direction, la force R sera dirigée suivant cette perpendiculaire : il fau- 
dra donc ajouter RSr au second membre de l'équation (6), qui devient 
ainsi 

(c) = 2 Saj -h R ir;- 

2. 
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— R étant alors la résultante de toutes les forces S, S\..., elle est per- 
pendiculaire à la surface. 

Si l'on suppose que les variations arbitraires ^, fy, iz appartiennent 
à la surface courbe sur laquelle le point est assujetti» on a, par la na- 
ture de la perpendiculaire à cette surface, ^ = o, ce qui fait dispa- 
raître Rlr de Téquation précédente : Téquation b^ a donc encore lieu 
dans ce cas, pourvu que Ton élimine Tune des trois variations ^, fy^ ^z 
au moyen de l'équation à la surface; mais alors l'équation [b], qui dans 
le cas général équivaut à trois équations, n'équivaut plus qu'à deux 
équations distinctes^ que l'on obtient en égalant séparément à zéro les 
coeflScients des deux différentielles restantes. Soit u = o l'équation de 
la surface; les deux équations Ir — o etlu — o auront lieu en même 
temps', ce qui exige que ir soit égal à NJ(i£, N étant fonction de x.y^ z. 
Pour la déterminer, nommons a, 6, c les coordonnées de l'origine de r; 
on aura 



y\r — a^-î- jr- b]^ 'i z —^ c] 



s 



d'où l'on tire (-r^) "^(j") "^(s") ~'»^t P^^ conséquent 

en faisant donc 

R 



}.-- — 



VUx) ^\ôp) -^(di) 



le terme RSr de l'équation {c) se changera dans Xlu^ et cette équation 
deviendra 

équation dans laquelle on doit égaler séparément à zéro les coefficients 
des variations ^, Sy, Sz, ce qui donne trois équations; mais elles n'é- 
quivalent qu'à deux équations entre x, y, z, à cause de l'indéterminée > 
qu'elles renferment. On peut donc, au lieu d'éliminer de l'équation (b) 
une des variations ^, Sy, Sz au moyen de l'équation différentielle à la 
surface, lui ajouter cette équation multipliée par une indéterminée >, 
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et considérer alors les variations ^, Sy, iz comme indépendantes. Cette 
méthode, qui résulte encore de la théorie de Télimination , réunit à 
l'avantage de simplifier le calcul celui de faire connaître la pression — R 
que le point M exerce contre la surface. 

Concevons ce point renfermé dans un canal à simple ou à double 
courbure; il éprouvera de la part de ce canal une réaction que nous 
désignerons par i^ et qui sera égale et directement contraire à la pres- 
sion que le point exerce contre le canal , et dont la direction sera per- 
pendiculaire au côté du canal. Or la courbe formée par ce. canal est 
rinterseetion de deux surfaces dont les équations expriment sa nature ; 
on peut donc considérer la force k comme la résultante des deux réac- 
tions R et R' que le point M éprouve de la part de chacune des surfaces, 
puisque, les directions des trois forces R, R' et k étant perpendiculaires 
au côté de la courbe, elles sont dans un même plan. En nommant ainsi 
Sr et Xr' les éléments des directions des forces R et R', directions res- 
pectivement perpendiculaires à chaque surface, il faudi^ ajouter à l'é- 
quation {b) les deux termes RSret K^r\ ce qui la change dans celle-ci 

Si l'on détermine les variations ho, Sy, Sz de manière qu'elles appar- 
tiennent à la fois aux deux surfaces, et par conséquent à la courbe for- 
mée par le canal, Xr et 8r' seront nuls, et l'équation précédente se ré- 
duira à l'équation (6), qui par conséquent a encore lieu dans le cas où 
le point M est assujetti à se mouvoir dans un canal ; pourvu qu'au moyen 
des deux équations qui expriment la nature de ce canal, on fasse dispa- 
raître deux des variations Sor, ^y, ^z. 

Supposons que u = o et u=o soient les équations de deux surfaces 
dont l'intersection forme le canal ; si l'on fait 

R 
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l'équation {d) deviendra 

équation dans laquelle on égalera séparément à zéro les coefficients de 
chacune des variations %Xy %y, %z\ on aura ainsi trois équations au 
moyen desquelles on déterminera les valeurs de \ et de V, qui donne- 
ront les réactions R et R' des deux surfaces; et, en les composant, on 
aura la réaction k du canal sur le point M,, et par conséquent la pres- 
sion que ce point exerce contre le canal. Cette réaction, décomposée 
parallèlement à Taxe des x, est égale à 

r^ àr ^,ôr' , . du ^,du' 

R -j — hR-T-9 ou a /-T — h/-—; 
ôx Ox ôx Ox 

les équations de condition i/ =; o, i/' = o, auxquelles le mouvement du 
point M est assujetti, expriment donc, au moyen des différences par- 
tielles des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations, les résis- 
tances que le mobile éprouve en vertu des conditions de son mouvement. 
On voit, par ce qui précède, que Téquation {b) de l'équilibre a géné- 
ralement lieu, pourvu que Ton assujettisse les variations %x, ^y, tz aux 
conditions de Téquilibre. Cette équation peut se traduire dans le prin- 
cipe suivant : 

Si Von fait varier infiniment peu la position du point M, en sorte quil 
reste toujours sur la surface ou sur la courbe quil doit suivre s'il nest pas 
entièrement libre, la somme des forces qui le sollicitent ^ multipliées cha- 
cune par l'espace que le point parcourt suivant sa direction ^ est égale à 
zéro y dans le cas de l'équilibre. 

Les variations ix, Sv, Si étant supposées arbitraires et indépen- 
'dantes, on peut dans l'équation (a) substituer aux coordonnées x,y, z 
trois autres quantités qui en soient fonctions, et égaler les coefficients 
des variations de ces quantités à zéro. Nommons ainsi p le rayon mené 
de l'origine des coordonnées à la projection du point M sur le plan 
des X et des y, et xs l'angle formé par p et par l'axe des a?; nous aurons 

x=zp coscT, x = p sinor. 
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En considérant donc, dans l'équation (a), u, 5, s\... comme fonctions 
de p» 17 et z, et comparant les coefficients de Su, on aura 

— -T- est l'expression de la force V décomposée suivant l'élément pSo. 

Soit V cette force décomposée parallèlement au plan des ^ et des y, 
et p la perpendiculaire abaissée de l'axe des z sur la direction de \\ 

parallèlement au même plan;-^^ — sera une seconde expression de la 

force V décomposée suivant l'élément pSci; on aura donc 

Si l'on conçoit la force Y' appliquée k l'extrémité de la perpendicu- 
laire p, elle tendra à la faire tourner autour de Taxe des z ; le produit 
de cette force par la perpendiculaire est ce que l'on nomme moment de 

la Force Y par rapport à Taxe des z ; ce moment -est donc égal à Y ^ ; 

et il résulte de l'équation {e) que le moment de la résultante d'un 
nombre quelconque des forces est égal à la somme des moments de ces 
forces. 
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CHAPITRE II. 



DU MOUVEMENT D*UN POINT MATÉRIEL. 



4. Un point en repos ne peut se donner aucun mouvement, puisqu'il 
ne renferme pas en lui-même de raison pour se mouvoir dans un sens 
plutôt que dans un autre. Lorsqu'il est sollicité par une force quel- 
conque, et ensuite abandonné à lui-même, il se meut constamment 
d'une manière uniforme dans la direction de cette force, s'il n'éprouve 
aucune résistance. Cette tendance de la matière a persévérer dans son 
état de mouvement ou de repos est ce que l'on nomme inertie. C'est la 
première loi du mouvement des corps. 

La direction du mouvement en ligne droite suit évidemment de ce 
qu'il n'y a aucune raison pour que le point s'écarte plutôt à droite qu'à 
gauche de sa direction primitive ; mais l'uniformité de son mouvement 
n'est pas de la même évidence. La nature de la force motrice étant in- 
connue, il est iïnpossible de savoir a priori si cette force doit se conser- 
ver sans cesse. A la vérité, un corps étant incapable de se donner aucun 
mouvement à lui-même, il parait également incapable d'altérer celui 
qu'il a reçu ; en sorte que la loi d'inertie est au moins la plus naturelle 
et la plus simple que l'on puisse imaginer; elle est d'ailleurs confirmée 
par l'expérience : en effet, nous observons sur la Terre que les mouve- 
ments se perpétuent plus longtemps, à mesure que les obstacles qui s'y 
opposent viennent à diminuer; ce qui nous porte à croire que, sans ces 
obstacles, ils dureraient toujours. Mais l'inertie de la matière est prin- 
cipalement remarquable dans les mouvements célestes, qui, depuis un 
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grand nombre de. siècles» n'ont point éprouvé d'altération sensible. 
Ainsi ncTUs regarderons l'inertie comme une loi de la nature, et, lors- 
que nous observerons de l'altération dans le mouvement d'un corps, 
nous supposerons qu'elle est due à l'action d'une cause étrangère. 

Dans le mouvement uniforme, les espaces parcourus sont proportion- 
nels aux temps; mais les temps employés à décrire un espace déterminé 
sont plus ou moins longs, suivant la grandeur de la force motrice. Ces 
différences ont fait naitre l'idée de vitesse, qui, dans le mouvement uni- 
forme, est le rapport de l'espace au temps employé à le parcourir; ainsi, 

s représentant l'espace, / le temps et s^ la vitesse, on a (^ = -• Le temps 

et l'espace étant des quantités hétérogènes, et par conséquent incom- 
parables, on choisit un intervalle de temps déterminé, tel que la se- 
conde, pour unité de temps; on choisit pareillement une unité d'es- 
pace, telle que le mètre; et alors l'espace et le temps sont des nombres 
abstraits, qui expriment combien ils renferment d'unités de leur espèce, 
et qui peuvent être comparés l'un à l'autre. La vitesse devient ainsi le 
rapport de deux nombres abstraits, et son unité est la vitesse du corps 
qui parcourt un mètre dans une seconde. 

5. La force n'étant connue que par l'espace qu'elle fait' décrire dans 
un temps déterminé, il est naturel de prendre cet espace pour sa me- 
sure; mais cela suppose que plusieurs forces, agissant dans le même 
sens, feront parcourir un espace égal à la somme des espaces que cha- 
cune d'elles eût fait parcourir séparément, ou, ce qui revient au même, 
que la force est proportionnelle à la vitesse. C'est ce que nous ne pou- 
vons pas savoir a priori, vu notre ignorance sur la nature de la force 
motrice; il faut donc encore, sur cet objet, recourir à l'expérience ; car 
tout ce qui n'est pas une suite nécessaire du peu de données que nous 
avons sur la nature des choses n'est pour nous qu'un résultat de l'ob- 
servation. 

Nommons v la vitesse de la Terre, commune à tous les corps qui sont 
à sa surface. Soit/ la force dont un de ces corps M est animé en vertu 
de cette vitesse, et supposons que i^ =/(f{/) soit la relation qui existe 

Œuvres de L. — I. 3 
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entre la vitesse et la force, f (/) étant une fonction de/, qu'il faut dé- 
terminer par l'expérience. Soient a, h, c les trois forces partiellles dans 
lesquelles la force /se décompose parallèlement à trois axes perpendi- 
culaires entre eux. Concevons ensuite le mobile M sollicité par une 
nouvelle force/, qui se décompose en trois autres a\ b\ c\ parallèles 
aux mêmes axes. Les forces dont ce mobile sera animé suivant ces axes 
seront a-i-a , h-^h\ c-hc'; et, en nommant F la force unique qui en 
résulte, on aura, par ce qui précède. 



Si Ton nomme U la vitesse correspondante à F, ^^^ ^"^ ^®'*^ 

vitesse décomposée parallèlement à l'axe des a\ ainsi la vitesse relative 
du mobile sur la Terre sera , parallèlement à cet axe , 

' ^ j» ou (a4-a')9(F)-a<p(/). 

Les forces les plus considérables que nous puissions imprimer aux corps 
à la surface de la Terre étant beaucoup plus petites que celles dont ils 
sont animés en vertu du mouvement de la Terre, nous pouvons consi- 
dérer a', b\ d comme des quantités infiniment petites relativement k/; 
nous aurons ainsi 



p - aa! ^ hh' ->r ce' ^ ,„. , ^. {aa' -h bb' -h ce') , , ^, 

F =f-h j , et ç(F) =-?(/) H- j '- 9 (/;, 

9'(/) étant la difi^érentielle de <p(/) divisée par d/. La vitesse relative 
de M, suivant l'axe des a, deviendra ainsi 

. «'?(/) +j(aa'+W'+ ce'] ?'(/). 

Ses vitesses relatires, suivant les axes des b et des c, seront 

b'f{f)-hj(aa- + bb'-hcc')<f'{f), 
c'<f{f)-hj{aa'-i-bb'-hcc')^'(f). • 
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La position de» axes des a, des b et des c étant arbitraire, nous pouvons 
prendre la direction de la force imprimée pour l'axe des a, et alors b' 
et c' seront nuls; les vitesses relatives précédentes se changent dans 
celles-ci 

m 

Si ç'(/) n'est pas nul, le mobile, en vertu de la force imprimée a\ 
aura une vitesse relative perpendiculaire à la direction de cette force, 
pourvu que 6 et c ne soient pas nuls, c'est-à-dire, pourvu que la direc- 
tion de cette force ne coïncide pas avec celle du mouvement de la Terre. 
Ainsi, en concevant qu'un globe en repos sur un plan horizontal très- 
uni vienne à être frappé par la base d'un cylindre droit, mû suivant la 
direction de son axe supposé horizontal, le mouvenient relatif apparent 
du globe ne serait point parallèle à cet axe dans toutes les positions 
de l'axe par rapport à l'horizon. Voilà donc un moyen simple de recon- 
naître par l'expérience si ^'{/) a une valeur sensible sur la Terre; mais 
les expériences les plus précises ne font apercevoir, dans le mouvement 
apparent du globe, aucune déviation de la direction de la force impri- 
mée; d'où il suit que sur. la Terre ç'(/) est nul à très-peu près. Sa va- 
leur, pour peu qu'elle fût sensible, se manifesterait principalement 
dans la durée des oscillations du pendule, durée qui serait différente 
suivant la position du plan de son mouvement par rapport à la direc- 
tion du mouvement de la Terre. Les observations les plus exactes ne 
laissant apercevoir aucune différence semblable, nous devons en con- 
clure que <p'(/) est insensible et peut être supposé nul sur la Terre. 

Si l'équation ç'(/) = o avait lieu quelle que soit la force/, <p(/) 
sertit constant, et la vitesse serait proportionnelle à la force; elle lui 
serait encore proportionnelle si la fonction f (/) n'était composée que 
d*un seul terme, puisque, autrement, ç'(/) ne serait jamais nul,/ ne 
l'étant pas; il faudrait donc, si la vitesse n'était pas proportionnelle à 
la force, supposer que, dans la nature, la fonction de la vitesse qui ex- 
prime la force est formée de plusieurs termes, ce qui est peu probable; 

il faudrait supposer, de plus, que la vitesse de la Terre est exactement 

3. 
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celle qui convient à l'équation ç'(/) = ô, ce qui est contre toute vrai- 
semblance. D'ailleurs la vitesse de la Terre varie dans les diverses sai- 
sons de l'année : elle est d'un trentième environ plus grande en hiver 
qu'en été. Cette variation est plus considérable encore si, comme tout 
parait l'indiquer, le Système solaire est en mouvement dans l'espace; 
car, selon que ce mouvement progressif conspire avec celui de la Terre, 
ou sejon qu'il lui est contraire, il doit en résulter, pendant le cours de 
l'année, de grandes variations dans le mouvement absolu de la Terre, 
ce qui devrait altérer l'équation dont il s'agit et le rapport de la force 
imprimée à la vitesse absolue qui en résulte, si cette équation et ce 
rapport n'étaient pas indépendants du mouvement de la Terre : cepen- 
dant l'observation n'y fait apercevoir aucune altération sensible. 

Voilà donc deux lois du mouvement : savoir, la loi d'inertie et celle 
de la force proportionnelle à la vitesse, qui sont données par l'observa- 
tion. Elles sont les plus naturelles et les plus simples que l'on puisse 
imaginer, et sans doute elles dérivent de la nature même de la matière ; 
mais, cette nature étant inconnue, elles ne sont pour nous que des faits 
observés, les seuls, au reste, que la Mécanique emprunte de l'expérience. 

6. La vitesse étant proportionnelle à la force, ces deux quantités 
peuvent être représentées l'une par l'autre, et tout ce que nous avons 
établi précédemment sur la composition des forces s'applique à la com- 
position des vitesses. Il en résulte que les mouvements relatifs d'un 
système de corps animés de forces quelconques sont les mêmes, quel 
que soit leur mouvement commun ; car ce dernier mouvement, décom- 
posé en trois autres parallèles à trois axes fixes, ne fait qu'accroiire 
d'une même quantité les vitesses partielles de chaque corps parallèle- 
ment à ces axes; et comme leur vitesse relative ne dépend que de la 
différence de ces vitesses partielles, elle est la même, quel que soit le 
mouvement commun à tous les corps : il est donc impossible alors de 
juger du mouvement absolu d'un système dont on fait partie, par les 
apparences que l'on y observe, et c'est ce qui caractérise la loi de la 
proportionnalité de la force à la vitesse. 
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Il résulte encore du n^ 3 que, si l'on projette chaque force et leur 
résultante sur un plan fixe, la somme des moments des forces compo- 
santés ainsi projetées, par rapport à* un point fixe pris sur le plan, est 
égale au moment de la projection de la résultante : or, si de ce point 
on mène au mobile un rayon que nous nommerons rayon vecteur^ ce 
rayon, projeté sur le plan fixe, y tracerait, en vertu de chaque force agis- 
sant séparément, une aire égale au produit de la projection de la ligne 
qu'elle ferait décrire par la moitié de la perpendiculaire abaissée du 
point fixe sur cette projection : cette aire est donc proportionnelle au 
temps. Elle est encore, dans un temps donné, proportionnelle au mo- 
ment de la projection de la force ; ainsi la somme des aires que trace- 
rait la projection du rayon vecteur en vertu de chaque force compo- 
sante, si elle agissait seule, est égale à l'aire que la résultante fait 
décrire à cette projection. Il suit de là quQ» si un mobile, projeté 
d'abord en ligne droite, est ensuite sollicité par des forces quelconques 
dirigées vers le point fixe, son rayon vecteur décrira toujours autour 
de ce point des aires proportionnelles aux temps, puisque les aires, que 
feraient décrire à ce rayon les nouvelles composantes, seraient nulles. 
Réciproquement, on voit que, si le mobile décrit autour du point fixe 
des aires proportionnelles aux temps, la résultante des nouvelles forces 
qui le sollicitent est constamment dirigée vers ce point. 

7. Considérons maintenant le mouvement d'un point sollicité par des 
forces qui semblent agir d'une manière continue, telles que la pesan- 
teur. Les causes de cette force et des forces semblables qui ont lieu 
dans la nature étant inconnues, il est impossible de savoir si elles agis- 
sent sans interruption, ou si leurs actions successives sont séparées par 
des intervalles de temps dont la durée est insensible ; mais il est facile 
de s'assurer que les phénomènes doivent être à très-peu près les mêmes 
dans ces deux hypothèses; car, si l'on représente la vitesse d'un corjps 
sollicité par une force sans cesse agissante, par l'ordonnée d'une courbe 
dont l'abscisse représente le temps, cette courbe, dans la seconde hy- 
pothèse, se changera dans un polygone d'un très- grand nombre de 
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côtés, et qui, par cette raison, pourra se confondre avec la courbe. Nous 
adopterons la première hypothèse avec les Géomètres, et nous suppo- 
serons que l'intervalle de temps, qui sépare deux actions consécutives 
d'une force quelconque, est égal à l'élément dt du temps que nous dé- 
signerons par t. Il est clair qu'il faut alors supposer l'action de la force 
d'autant plus considérable, que l'intervalle qui sépare ses actions suc- 
cessives est supposé plus grand, afin qu'après le même temps t la vitesse 
soit la même ; l'action instantanée d'une force doit donc être supposée 
en raison de son intensité et de l'élément du temps pendant lequel elle 
est supposée agir. Ainsi, en représentant par P cette intensité, on doit 
supposer, au commencement de chaque instant dt^ le mobile sollicité 
par une force Vdt^ et mû uniformément pendant cet ins,tant. Cela posé : 
On peut réduire toutes les forces qui sollicitent un point M à trois 
forces P, Q, R, agissant^parallèlement à trois coordonnées rectangles 
^9 y^ Zf qui déterminent la position de ce point; nous supposecons ces 
fofces agir en sens contraire de l'origine de ces coordonnées, ou tendre 
à les accroître. Au commencement d'un nouvel instant <&, le mobile 
reçoit, dans le sens de chacune de ces coordonnées, les accroissementJs 
de force ou de vitesse Vdt, Qdt^ R^. Les vitesses du point M, paral- 
lèles à ces coordonnées, sont ■:^j -^j -j^; car, dans un instant infini- 

dt dt dt ^ 

ment petit, elles peuvent être censées uniformes, et par conséquent 
égales aux espaces élémentaires divisés par l'élément du temps. Les 
vitesses dont le mobile est animé au commencement d'un nouvel in- 
stant sont par conséquent 

g-^prf,, I^Qrf,, g+Rrf,, 
OU 
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Mais» dans ce nouvel instant, les vitesses dont le mobile est animé pa- 
rallèlement aux coordonnées x, y, z sont évidemment 



les forces 



dx jdx dr jdr dz jdz 

dt-^^lF' tt-^^dV Tt-^^Tr 



^d^^fdt, -rf^M-QA, -rf^-t-Rrff 



doivent donc être détruites, eu sorte que le mobile M, en vertu de ces 
forces seules, serait en équilibre. Ainsi, en désignant par ^, iy, ^ les 
variations quelconques des trois coordonnées x, y^ z, variations qu'il 
ne faut pas confondre avec les différences dx, dy, dz qui expriment les 
espaces que le mobile décrit parallèlement aux coordonnées durant 
rinstant dt, l'équation (6) du n^ 3 deviendra 

Si le point M est libre, on égalera séparément à zéro les coefficients de 
%x, ty et ^z, et Ton aura, en supposant constant l'élément dt du temps, 
les trois équations différentielles 

■rf^""*^' Tt^^'^' IF^^' 

Si le point M n'est pas libre, en sorte qu'il soit assujetti à se mou* 
voir sur une surface ou sur une ligne courbe, on éliminera de l'équa- 
tion (/), au moyen des équations à la surface ou à la courbe, autant 
de variations ^, }/, ^z qu'il y aura d'équations, et l'on égalera séparé- 
ment à zéro les coefficients des variations restantes. 

8. On peut supposer dans l'équation (/) les variations ^, $j, Zz 
égales aux différentielles dx, dy, dz, puisque ces différentielles sont 
nécessairement assujetties aux conditions du mouvement du mobile M. 
En faisant cette supposition, et en intégrant ensuite l'équation (/), on 
aura 

^j^ = c H- ^S{Vdx H- Qrfr-+- Rcfa), 
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c étant une constante arbitraire. ^ ,^, "^ est le carré de la vi- 

tesse de M» vitesse que nous désignerons par (^ ; en supposant donc que 
Pd!r-j-Qrf^H-Réfe soit la différence exacte d'une fonction f, on aura 

Ce cas a lieu lorsque les forces qui sollicitent le point M sont fonc- 
tions des distances de leurs origines à ce point» ce qui comprend à peu 
près toutes les forces de la nature. En effet, S, S', . . . représentant ces 
forces, et s, s\... étant les distances du point M à leurs origines, la 
résultante de toutes ces forces» multipliée par la variation de sa di- 
rection, sera, par le n^ 2, égale à iSh; elle est encore égale à 
PSa^-i-QS^-h RSz; on a donc 

P3x -f- Qâj-h Rôz =: 2SÔ5; 

ainsi, îe second membre de cette équation étant une différence exacte, 
le premier membre l'est pareillement. 

Il résulte de l'équation [g) : i^ que, si le point M n'est sollicité par 
aucune force , sa vitesse est constante , puisque alors f = o ; c'est ce 
dont il est facile de s'assurer d'ailleurs, en observant qu'un corps mû 
dans une surface ou sur une ligne courbe ne perd, à la rencontre de 
chaque plan infiniment petit de la surface ou de chaque côté infir 
nlment petit de la courbe, qu'une partie infiniment petite du second 
ordre de sa vitesse ; 2'^ que le point M , en partant d'un point donné 
avec une vitesse donnée pour arriver à un autre point, aura, en par- 
venant à ce dernier point, la même vitesse, quelle que soit la courbe 
qu'il aura décrite. 

Mais, si le mobile n'est point assujetti à se mouvoir sur une courbe 
déterminée, la courbe qu'il décrit jouit d'une propriété singulière, à 
laquelle on a été conduit par des considérations métaphysiques, et qui 
n'est au fond qu'un résultat remarquable des équations différentielles 
précédentes. Elle consiste en ce que l'intégrale fvds, comprise entre 
les deux points extrêmes de la courbe décrite, y est moindre que sur 
toute autre courbe, si le corps est libre, ou sur toute autre courbe assu- 
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jettie à la même surface sur laquelle il doit se mouvoir» s'il n'est pks 
entièrement libre. 

Pour le faire voir, nous observerons que, Pdx-i-Qdy'i'Kdz étant 
supposé une différentielle exacte, Téquation [g; donne 

vdv r Pox - Qoy -z- Rdz ; 

Téquation (/; du numéro précédent devient ainsi 

Nommons ds Télément de la courbe décrite par le mobile; nous aurons 



i'dt --- dSf ds -.- \ dx^ -r- djr^ -r- dz^ , 

partant 

h\ o — dx.rf-i — r-ir.d'-i iz.d-.~ —ds.iv; 

dt -^ dt dt 



\ I 



en différentiant par rapport à % Texpression de d$^ on a 

dt dt dt -^ dt 

Les caractéristiques d ei% étant indépendantes, on peut les placer â 
volonté Tune avant l'autre ; Féquation précédente peut ainsi prendre 
cette forme 

^j d dxàx — drir — dziz % ,dx » ,rfr • jdz 

en retranchant du premier membre de cette équation le second membre 
de Téquation h , on aura 

. , d dxix drW dz^fZ 

à vas :- - - , 

dt 

Cette dernière équation, intégrée par rapp^/rt â la 'caractéristique d, 
donne 

3 r j «. dxix drW dzhz 
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Si l'on étend l'intégrale à la courbe entière décrite par le mobile» et 
si l'on suppose les points extrêmes de cette courbe invariables, on aura 
tjvds = o; c'est-à-dire que, de toutes les courbes suivant lesquelles le 
mobile assujetti aux forces P, Q, R peut parvenir d'un point donné à un 
autre point donné, il décrira celle dans laquelle la variation dfe l'inté- 
grale jvds est nulle, et dans laquelle, par conséquent, cette intégrale 
est un minimum, 

m 

Si le point se meut dans une surface courbe, sans être sollicité par 
aucune force, sa vitesse est alors constante, et l'intégrale fvds devient 
^fds; ainsi la courbe décrite par le mobile est, dans ce cas, la plus 
courte que l'on.puisse tracer sur la surface, du point de départ au point 
d'arrivée. 

9. Déterminons la pression qu'un point, mû dans une surface, exerce 
contre elle. Au lieu d'éliminer de l'équation (/) du n® 7 une des varia- 
tions Ix, ^y, Sz, au moyen de l'équation à la surface, on peut, par le 
n^ 3, ajouter à cette équation l'équation différentielle de la surface, 
multipliée par une indéterminée —\dt, et considérer ensuite les trois 
variations Sa?, Sj, tz comme indépendantes. Soit donc u=^o l'équation 
de la surface; on ajoutera à l'équation (/) le terme — xSurf/, et la 
pression que le point exerce contre la surface sera, par le n^ 3, égale à 



v/(S) 






Supposons d'abord que le point ne soit sollicité par aucune force, 
sa vitesse fusera constante; si l'on observe ensuite que vdt = ds, l'élé- 
ment dt du temps étant supposé constant, l'élément ds de la courbe 
décrite le sera pareillement, et l'équation (/), augmentée du terme 
— \tudt, donnera les trois suivantes 

ds^ ôx as^ Oy ds^ ôz 

d*où Ton tire 



\ [àx) ^\dr) '^[dzj -^ ds^ ^ 
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Mais, ds étant constant, le rayon osculateur de la courbe décrite par le 
mobile est égal à 



)/{d^xy^ -r- [d'^xy^ -i-'[d'^zy^' 



en nommant donc r ce rayon , on aura 



— ~z'i 






c*est-à-dire que la pression exercée par le point contre la surface est 
égale au carré de sa vitesse , divisé par le rayon osculateur de la courbe 
qu'il décrit. 

Si le point se meut dans une surface sphérique, il décrira la circon- 
férence du grand cercle de la sphère qui passe par la direction primi- 
tive de son mouvement, puisqu'il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte 
plutôt à droite qu'à gauche du plan de ce cercle : sa pression contre la 
surface, ou, ce qui revient au même, contre la circonférence qu'il dé- 
crit, est donc égale au carré de sa vitesse, divisé par le rayon de cette 
circonférence. 

Concevons le point attaché à l'extrémité d'un fil supposé sans masse, 
et dont l'autre extrémité soit fixe au centre de la surface; il est visible 
que la pression exercée par ce point contre la circonférence est égale à 
la tension qu'éprouverait le fil, si le point n'était retenu que par lui. 
L'effort, que ce point ferait pour tendre le fil et pour s'éloigner du centre 
de la circonférence, est ce que l'on nomme force centrifuge; ainsi la 
force centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon. 

Dans le mouvement d'un point sur une courbe quelconque, la force 
centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon oscula- 
teur de la courbe, puisque l'arc infiniment petit de cette courbe se con- 
fond avec la circonférence du cercle osculateur ; on aura donc la pres- 
sion que le point exerce contre la courbe qu'il décrit, en ajoutant au 
carré de sa vitesse, divisé par le rayon osculateur, la pression due aux 
forces qui sollicitent ce point. 

Dans le mouvement d'un point sur une surface, la pression due à la 

4. 
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force centrifuge est égale au carré de la vitesse» divisé par le rayon oscu- 
lateur de la courbe décrite par ce point, et multiplié par le sinus de Tin- 
clinaison du plan du cercle osculateur sur le plan tangent à la surface; 
en ajoutant à cette pression celle qui est due à l'action des forces qui sol- 
licitent le point, on aura la pression totale qu'il exerce contre la surface. 
Nous venons de voir que, si le point n'est animé d'aucune force, sa 
pression contre la surface est égale au carré de sa vitesse, divisé par le 
rayon osculateur de la courbe décrite; le plan du cercle osculateur, 
c'est-à-dire le plan qui passe par deux côtés consécutifs de la courbe 
décrite par le point, est donc alors perpendiculaire à la surface. Cette 
courbe, relativement à la surface de la Terre, est celle que l'on a nom- 
mée perpendiculaire à la méridienne, et nous avons prouvé (8) qu'elle est 
la plus courte que l'on puisse mener d'un point à un autre sur la surface. 

10. De toutes les forces que nous observons sur la Terre, la plus re- 
marquable est la pesanteur; elle pénètre les parties les plus intimes des 
corps, et sans la résistance .de l'air elle les ferait tomber avec une égale 
vitesse. La pesanteur est à fort peu près la même sur les plus grandes 
hauteurs où nous puissions nous élever, et dans les plus grandes pro- 
fondeurs où nous puissions descendre; sa direction est perpendiculaire 
à l'horizon, mais dans les mouvements des projectiles on peut supposer, 
sans erreur sensible, qu'elle est constante et qu'elle agit suivant des 
droites parallèles, vu le peu d'étendue des courbes qu'ils décrivent, re- 
lativement à la circonférence de la Terre. Ces corps étant mus dans un 
fluide résistant, nous nommerons 6 la résistance qu'ils en éprouvent, 
et qui est dirigée suivant le côté de la courbe qu'ils décrivent, côté que 
nous désignerons par ds; nous nommerons, de plus, g la pesanteur. 
Cela posé : 

Reprenons l'équation (/) du n^ 7, et supposons que le plan des x et 
des j" soit horizontal, et que l'origine des z soit au point le plus élevé; 
la force S produira, suivant les coordonnées x^ y^ z, les trois forces 

^dx ^dy ^dz 

'^di' ^^di' -^Â' 
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on aura donc, par le n^ 7, 
et Téquation (/) devient 

Si le corps est entièrement libre, on aura les trois équations 

o^d$^-S^rf^ o^d^+S^dt, o..d^-i-8^dl-gdl. 
ai as dt as ai as ^ 

Les deux premières donnent 

dy , dx dx , dy 

ii^di-di'^dt-'''' 

d'où l'on tire, en intégrant, 

dx r fdy, 

/étant une constante arbitraire. Cette équation est celle d'une droite 
horizontale; ainsi le corps se meut dans un plan vertical. En prenant 
ce plan pour celui des qp et des z, on aura y^o\ les deux équations 

,dx >odx . .dz^Jz , , 

o : a -j — ; 5 -T- dtf o-~.- d-y- n- o -r- a/ - s^dt 
dt ds dt ds ° 

donneront, en faisant dx constant, 

dsd^t d^z dzd^t ^dz , , 

^--di^' '^-- -dT---dt^^'^di'^*-sdt, 

d'où l'on tire gcU} -- d^z, et, en diffërentiant, 

-igdtd^t—d^z; 

en substituant pour d^t sa valeur -^r-' et pour cU^ sa valeur — » on 

aura 

6 dsd^z 
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Cette équation donne la loi de la résistance S, nécessaire pour faire dé- 
crire au projectile une courbe déterminée. 

Si la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse, S est égal 

à A ^9 A étant constant dans le cas où la densité du milieu est uni- 
forme. On a alors 

g ~ gdt^ ~~ d^z ' 

d^z 
partant hds= -^j-; ce qui donne, en intégrant, 

a étant une constante arbitraire, et c étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l'unité. Si l'on suppose nulle *la résistance du milieu, 
ou h ~ o, on aura, en intégrant, l'équation à la parabole 

b, e étant des constantes arbitraires. 
L'équation différentielle d^z = gdt^ donnera dt^=^ — ctr*, d'où l'on 

tire / = a? i/ \-f'. Supposons que a?, z et / commencent ensemble; 

on aura e = o, /'= o, et par conséquent 



V g- 



ce qui donne 



z^^^ 



V ia 



Ces trois équations renferment toute la théorie des projectiles dans le 
vide; il en résulte que la vitesse est uniforme dans le sens horizontal, 
et que dans le sens vertical elle est la même que si le corps tombait sui- 
vant la verticale. 
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Si le mobile part de l'état du repos, b sera nul, et Ton aura 

la vitesse acquise croît donc comme le temps, et l'espace croit comme le 
carré du temps. 

Il est facile, au moyen de ces formules, de comparer la force centri- 
fuge à la pesanteur. On a vu précédemment que, v étant la vitesse d'un 
corps mû dans une circonférence dont le rayon est r, la forc^centrifuge 

est ^- Soit h la hauteur dont il devrait tomber pour acquérir la vi- 
tesse p; on aura, par ce qui précède, v^ = 2gh\ d'où l'on tire 

r ° r 

Si A = ^r, la force centrifuge devient égale a la pesanteur^; ainsi un 
corps pesant attaché à l'extrémité d'un fil fixe par son autre extrémité, 
sur un plan horizontal, tendra ce fil avec la même force que s'il était 
suspendu verticalement, pourvu qu'il se meuve sur ce plan avec la vi- 
tesse qu'il acquerrait en tombant d'une hauteur égale à la moitié de la 
longueur du fil. 

11. Considérons le mouvement d'un corps pesant dans une surface 
sphérique. En nommant r son rayon, et fixant à son centre l'origine des 
coordonnées x^ y, z, on aura r^ — x^ —y^ — z^ = o; cette équation, 
comparée à celle-ci m = o, donne u=^r^ — x^ —y^ — z^; en ajoutant 
donc & l'équation (/) du n^ 7 la fonction iu, multipliée par l'indéter- 
minée — \dt^ on aura 

= dj:(rfT--r-2Xa;rfn -r- ^X \d -^ ^ l'kr di\ -r-izyd-^ -\-7.'ktdt^gdt^ , 

équation dans laquelle on pourra égaler séparément à zéro les coefTi- 
cients de chacune des variations Jbr, J|^, J(z, ce qui donne les trois équa- 
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lions suivantes 

at 

1 dy * 

o -- d^ -i- T.'kzdt — gdtr 

L'indéterminée X fait connaître la pression que le mobile exerce 
contre la surface. Cette pression est» par le n"" 9, égale à 



^\'m-m-^m'-' 



elle est par conséquent égale à 2 Xr; or on a, par le n^ 8, 

dx^-^dr^ dz^ 

c étant une constante arbitraire : en ajoutant cette équation aux équa- 
tions (A) divisées par dt^ et multipliées respectivement par x, v, z; 
en observant ensuite que, l'équation différentielle de la surface étant 
o r- xdx -r- ydy -f- 5tfc, on a 

o :_ xd^x -h^d^x -^- zd^z -h dx'^ -\~ dy^ -+- dz*, 

on trouvera 

^ c -^ 3e^z 
/• 

Si l'on multiplie la première des équations (A) par —y, et qu'on Fa- 
joute à la seconde multipliée par x^ on aura, en intégrant leur somme, 

• xch' — rdx , 

: : — /• 

dt 

d étant une nouvelle arbitraire. 
Le mouvement du point est ainsi ramené aux trois équations diffé- 
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rentielles du premier ordre 

xdx -\-ydy --- — z dz, 

xdy — jrdx-.^ c'dt^ 

dx^ -^ dr^ -h dz^ 

rfT^ -r-h2g^z. 

En éleyant chaque membre des deux premières au carré et en les ajou- 
tant, on aura 

(x2 -r-y^) [dx^ '{- dr») — c'^dt^ -h z^dz^\ 

si l'on substitue au lieu de x^ -^y^ sa valeur r* — s*, et au lieu de 

dx^-^dr^ , • ' rfz» , , 

— j^i^— sa valeur c-\- 2gz — -^i on aura, en supposant que le 

corps s'éloigne de la verticale, 

— rdz 



dt 



^[r'^ — j«) {c H- igz) — c''^ 



La fonction sous le radical peut être mise sous la forme 

(a-z)(z -6)(2g-z-H/), 

a, 6, /étant déterminés par les équations 

c =-'^-^ -r ^, 

a-hb 

a + b 

On peut ainsi substituer aux arbitraires c et c' les nouvelles arbitraires 
a et h, dont la première est la plus grande valeur de z, et dont la se- 
conde est la plus petite valeur. En faisant ensuite 



— z 



^-'-yJÎTTh^ 



QEvrnes Jk L. — I. 
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l'équation différentielle précédente deviendra 



di = 



r^i[a-h b] 



de 



VffLi*»-^ *)*-*- '"' — **] v« — >'*sin*& 



fêtant égala -^-^~^-^. 

L'angle donne la coordonnée z au moyen de l'équation 

z — a cos^ -h b sin^ 0, 

et la coordonnée z, divisée par r, exprime le cosinus de l'angle que le 
rayon r fait avec la verticale. 

Soit u l'angle que le plan vertical qui pftsse par le rayon r fait avec le 
plan vertical qui passe par l'axe des x; on aura 



X — y^r2 — z^ C0S5J, X 



-v>^ 



z'^ sincj, 



ce qui donne 



xdy^-- ydx— [r^ — z^ ] dts ; 



l'équation xdy —ydx — c'dt donnera ainsi 



rfGJ = 



_c'dt_ 

r'^ — z'^ 



En substituant pour z et dt leurs valeurs précédentes en 6 , on aura 
l'angle u en fonction de 6; ainsi Ton connaîtra, pour un temps quel- 
conque, les deux angles et u, ce qui suffit pour déterminer la position 

du mobile. 

Nommons demi-oscillation du mobile le temps qu'il emploie à parve- 
nir de la plus grande à la plus petite valeur de z; soit ^T ce temps. 
Pour le déterminer, il faut intégrer la valeur précédente de dt depuis 
9 = o jusqu'à 6 = Jtt, tz étant la demi-circonférence dont le rayon est 
l'unité; on trouvera ainsi 



9.r[a-\-b) 



T--ri/-i/ ^'?-"-- 



i — b'i 



i-f- 1^ 



(a■)^--(^^^v,•- 



?..4.6 



...J. 



Concevons le point suspendu à l'extrémité d'un fil sans masse, et fixe 
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par SOD autre extrémité; si la longueur du fil est r, le mobile sera mû 
exactement comme dans l'intérieur d'une surface sphérique ; il formera 
avec le fil un pendule dont le cosinus du plus grand écart de la verticale 

sera -• Si l'on suppose que dans cet état la vitesse du mobile soit nulle, 

il oscillera dans un plan vertical, et l'on aura dans ce cas 

r- h ^ 

a -..- r, y* = ^ 

r — b 

La fraction est le carré du sinus de la moitié du plus grand angle 

que le fil forme avec la verticale ; la durée entière T de l'oscillation du 
pendule sera donc 

Si l'oscillation est très-petite, est une très-petite fraction que 

l'on peut négliger, et alors on a 



V^^ 



les oscillations fort petites sont donc isochrones, ou de même durée, 
quelle que soit leur étendue; et l'on peut facilement, au moyen de cette 
durée et de la longueur correspondante du pendule, déterminer les va- 
riations de l'intensité de la pesanteur dans les divers lieux de la Terre. 
Soit z la hauteur dont la pesanteur fait tomber les corps pendant le 
temps T; on aura, par le n® 10, 2s — gT^, et par conséquent z = ^7:*r; 
on aura donc ainsi, avec une grande précision, au moyen de la longueur 
du pendule à secondes, l'espace que la pesanteur fait parcourir aux 
corps dans la première seconde de leur chute. Des expériences très- 
exactes ayant fait voir que la longueur du pendule à secondes est la 
même, quelles que soient les substances que l'on fait osciller, il en ré- 
sulte que la pesanteur agit également sur tous les corps, et qu'elle tend, 
dans le même lieu, à leur imprimer dans le même temps la même vitesse. 



5. 
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12. L'isocbronisme des oscillations du pendule n'étant qu'approché, 
il est intéressant de connaître la courbe sur laquelle un corps pesant 
doit se mouvoir, pour arriver dans le même temps au point ou son mou- 
vement cesse, quel que soit Tare qu'il aura décrit depuis le point le 
plus bas. Mais, pour embi*asser ce problème dans toute sa généralité, 
nous supposerons, conformément a ce qui a lieu dans la nature, que 
le mobile se meut dans un milieu résistant. Soient s l'arc décrit depuis 
le point le plus bas de la courbe, z l'abscisse verticale comptée de ce 
point, di l'élément du temps et g la pesanteur. La force retardatrice 
le long de l'arc de la courbe sera : i^ la pesanteur décomposée suivant 

l'arc ds, et qui devient ainsi égale à g-j-î 2^ la résistance du milieu, 
que nous exprimerons par f (^)' ^ étant la vitesse du mobile, et 
? y-jTj étant une fonction quelconque de cette vitesse. La différentielle 

de cette vitesse sera , par le n*^ 7, égale à "^ê"^""?!^)^ ^^ ^^^ 
donc, en faisant di constant, 

, .. d^s dz fds\ 



Supposons ? ( 37) = '^ ^ "^ ^ ^Ti ' et s = ^{ï); en désignant par ^'(5 } 

la différence de ^{ï) divisée par ds\ et par Yi^') ^^^'^ ^® ^'(^') divisée 
par ds\ on aura 

ds ds' 



dt " dt 



V[^']^ 



d^s d'^s' ,, ,. ds'^ .^, ,. 



et l'équation [i] deviendra 

,,, d'^s' ds' ds'^ Y'^9'^'^-n\^'[s']V gdz 



dt^ dt dt^ ^'[s') c'*'[f i*')? 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE I. 37 

On fera disparaître le terme multiplié par ^^ au moyen de Téquation 

d'où Ton tire« en intégrant, 

h et q étant des arbitraires. Si Ton fait commencer s avec s, on aura 
hq''=i^ et si Ton fait, pour plus de simplicité, h — i, on aura 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Tunité; Téqua- 
tion différentielle /) devient alors 



d^t' ds' ^ dz , 



En supposant ï trës-petit, nous pourrons développer le dernier terme 
de cette équation dans une suite ascendante par rapport aux puissances 
de /, et qui sera de cette forme it^' +&'' + ... , i étant plus grand que 
Funité; ce qui donne 



dW dï , , ,,. 

at^ at 



me 



Cette équation, multipliée par c ' (cosy/ 4- v^ ' siny^)» et ensuite in- 
tégrée, devient, y étant supposé égal à \/i— v"' 

s'*dt.c^ '^cosyZ-f- v^^^sîny/; — 

En comparant séparément les parties réelles et les parties imaginaires. 
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on aura deux équations au moyen desquelles on pourra éliminer j-\ 
mais il nous suffira ici de considérer la suivante 

^^ ~dt siny/-t-c^5' ( — siny/ — ycosy/j -= — l J s'^dt.c~^ sinyt — . . ., 

les intégrales du second membre étant supposées commencer avec /. 

Nommons T la valeur de / à la fin du mouvement, où ^ est nul; on 
aura, à cet instant, 

— /m \ f* — 
c^ 5'( — sinyT — ycosyTj -- l J s''dt.c^ sinyt — 

Dans le cas de ï infiniment petit, le second membre de cette équation 
se réduit à zéro par rapport au premier, et Ton a 

o :^ — sinyT — y cosyT, 
d'où Ton tire 

et, comme le temps T est, par la supposition, indépendant de Tare par- 
couru, cette valeur de tangyT a lieu pour un arc quelconque, ce qui 
donne, quel que soit s\ 

/* me 

s'^dt.c^sinyt 



• • • 



l'intégrale étant prise depuis / — o jusqu'à i — T. En supposant s' très- 
petit, cette équation se réduit à son premier terme, et elle ne peut être 



me 



satisfaite qu'en faisant /= o; car, le facteur c * siny/ étant constam- 
ment positif depuis / — o jusqu'à / = T, l'intégrale précédente est né- 
cessairement positive dans cet intervalle. Il ne peut donc y avoir de 
tautochronisihe que dans la supposition de 
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ce qui donne ponr Féquation de la courbe Uutochrone 

. kds 
gaz = I — c- ^ . 

Dans le ride, et lorsque la résistance est proportionnelle à la simple 
fitesse, n est nul , et cette équation devient 

gdz — ksdsj 

équation à la cycloïde. 

Il est remarquable que le coefficient n de la partie de la résistance, 
proportionnelle au carré de la vitesse, n'entre point dans Texpression 
du temps T, et il est visible, par Fanalyse précédente, que cette expres- 
sion serait la même, si Ton ajoutait à la loi précédente de la résistance 

les Xetmesp^- -q^^ - - - 
Soit« en ^néraK R la force retardatrice le long de la courbe; on aura. 

s est une fonction du temps / et de Tare total parcouru, qui par consé- 
quent est fonction de / et de i. En différentiant cette dernière fonction, 
on aura une équation différentielle de cette forme 

* V 

dt ' 

Vêtant une fonction de / et de i, qui doit être nulle, par la condition du 
problème, lorsque / a une valeur déterminée et indépendante de Y'àvc 
total parcouru. Supposons, par exemple, V-~ ST, S étant fonction de x 
seul, et / étant fonction de T seul: on aura 

di^ ds dt ^ di i^ds di^ ^ di ' 

mais Féquation ^ = ST donne /, et par conséquent ^ égal â une fonc- 
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tion (le g^-j fonction que nous désignerons par g^— ^ (i^ ) ; on aura 
donc 



-R. 



Telle est l'expression de la résistance qui convient à Téquation diffé- 
rentielle ^ -- ST; et il est facile de voir qu'elle embrasse le cas de la 

résistance proportionnelle aux deux premières puissances de la vitesse, 
multipliées respectivement par des coefficients constants. D'autres équa- 
tions différentielles donneraient d'autres lois de résistance. 
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CH.4P1TRE ni. 



DE L'ÉQnUBKE D*r5 SYSTÈME DE COEPS. 



13. Le cas le plas simple de Téquilibre de plusieurs corps est celui 
de deux points matériels qui se choquent avec des vitesses é^les et 
directement contraires; leur impénétrabilité mutuelle anéantit évidem- 
ment leur vitesse, et les réduit à Fétat du repos. 

Concevons présentement un nombre m de points matériels contigus, 
disposés en ligne droite, et animés de la vitesse u dans la direction de 
cette droite. Concevons pareillement un nombre m' de points contigos, 
disposés sur la même droite, et animés de la vitesse u' directement con- 
traire à II, en sorte que les deux systèmes viennent à se choquer. Il doit 
exister, pour leur équilibre à l'instant du choc, un rapport entre u et u", 
qu'il s'agit de déterminer. 

Pour cela, nous observerons que le système m, animé de la vitesse a, 
ferait équilibre à un seul point matériel animé de la vitesse mu dirigée 
en sens contraire; car chaque point du système détruirait dans ce der- 
nier point une vitesse égale à u , et par conséquent ses m points détrui- 
raient la vitesse entière mu; on peut donc substituer à ce système un 
seul point animé de la vitesse mu. On peut semblablement substituer 
au système m' un seul point animé de la vitesse m'u'\ or, les deux sys- 
tèmes étant supposés se faire équilibre, les deux points qui en tiennent 
lieu doivent pareillement se faire équilibre, ce qui exige que leurs 
vitesses soient égales^ on a donc pour la condition de l'équilibre des 
deux systèmes mu=^m'u. 




V 
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La masse d*un corps est le nombre de ses points matériels, et Ton 
nomme quantité de mouvement le produit de la masse par la vitesse; 
c'est aussi ce que Ton entend par la force d'un corps en mouvement. 
Pour l'équilibre de deux corps ou de deux systèmes de points qui vien- 
nent à se choquer en sens contraire, les quantités de mouvement ou 
les forces opposées doivent être égales, et par conséquent les vitesses 
doivent être réciproques aux masses. 

La densité des corps dépend du nombre des points matériels qu'ils 
renferment sous un volume donné. Pour avoir leur densité absolue, 
il faudrait pouvoir comparer leurs masses à celle d'une substance qui 
n'aurait point de pores; mais on n'en connaît point de semblables; on 
ne peut donc avoir que la densité relative des corps, c'est-à-dire, le 
rapport de leur densité à celle d'une substance donnée. Il est visible 
que la masse est en raison du volume et de la densité; en nommant 
donc M la masse d'un corps» U son volume et D sa densité, on a géné- 
ralement M — DU, équation dans laquelle on doit observer que les quan- 
tités M, D et U expriment des rapports à des unités de leur espèce. 

Ce que nous venons de dire suppose que les corps sont composés de 
points matériels semblables, et qu'ils ne diffèrent que par la position 
respective de ces points. Mais, la nature des corps étant inconnue, cette 
hypothèse est au moins précaire, et il est possible qu'il y ait des diffé- 
rences essentielles entre leurs molécules intégrantes. Heureusement la 
vérité de cette hypothèse est indifférente à la Mécanique, et l'on peut, 
sans craindre aucune erreur, en faire usage, pourvu que p^r points 
matériels semblables on entende des points qui , se choquant avec des 
vitesses égales et contraires, se font mutuellement équilibre, quelle que 
soit leur nature. 

14. Deux points matériels, dont les masses sont m et m\ ne peuvent 
agir l'un sur l'autre que suivant la droite qui les joint. A la vérité, si 
les deux points sont liés par un fil qui passe sur une poulie fixe, leur 
action réciproque peut n'être point dirigée suivant cette droite. Mais 
on peut considérer la poulie fixe comme ayant à son centre une masse 
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d'une densité infinie, qui réagit sur les deux corps m et m\ dont Tac- 
tion l'un sur l'autre n'est plus qu'indirecte. 

Nommons /i l'action que m exerce sur m' au moyen d'une droite in- 
flexible et sans masse, qui est supposée unir ces deux points. En conce- 
vant cette droite animée de deux forces égales et contraires /i et —p, 
la force —p détruira dans le corps m une force égale à p, et la force p 
de la droite se communiquera tout entière au corps m'. Cette perte de 
force dans m, occasionnée par son action sur m\ est ce que l'on nomme 
réaction de iri\ ainsi, dans la communication des mouvements, la réac- 
tion est toujours égale et contraire à l'action. L'observation fait voir que 
ce principe a lieu dans toutes les actions de la nature. 

Imaginons deux corps pesants m et m' attachés aux extrémités d'une 
droite horizontale, inflexible et sans masse, qui puisse tourner libre- 
ment autour d'un de ses points. Pour concevoir l'action de ces corps 
l'un sur l'autre lorsqu'ils se font équilibre, il faut supposer la droite 
infiniment peu rompue à son point fixe, et formée de deux droites fai- 
sant à ce point un angle qui ne diflere de deux angles droits que d'une 
quantité infiniment petite a>. Soient/et/' les distances de m et m' au 
point fixe; en décomposant la pesanteur de m en deux forces, l'une 
agissant sur le point fixe, l'autre dirigée vers m\ cette dernière force 

sera -^- ^, ' ? g étant la pesanteur. L'action de m' sur m sera pareil- 

lement — ^ -^ ^ - ' ; en égalant donc ces deux forces, en vertu de l'équi- 
libre, on aura m/-- m'/'; ce qui donne la loi connue de l'équilibre du 
levier, et fait en même temps concevoir l'action réciproque des forces 
parallèles. 

Considérons présentement l'équilibre d'un système de points m, m\ 
m'', . . . sollicités par des forces quelconques, et réagissant les uns sur 
les autres. Soient/ la distance de m à m\ f la distance de m à ml', 
f" la distance de m' à m", ... ; soient encore p l'action réciproque de m 
sur m', p' celle de m sur m", p" celle de /n' sur /n", ... ; enfin, soient 
mS, m'S', m"S",... les forces qui sollicitent m, m', m",.,., et 5, s\ i",... 

les droites prises depuis leurs origines jusqu'aux corps m, m', Tri\ .... 

6. 



44 .MÉCANIQUE CÉLESTE. 

Cela posé, le point m peut être considéré comme étant parfaitement 
libre, et en équilibre en vertu de la force mS et des forces que lui com- 
muniquent les corps m\ w[\ ... ; mais, s'il était assujetti à se mouvoir 
sur une surface ou sur une courbe , il faudrait ajouter à ces forces la 
réaction de la surface ou de la courbe. Soit donc ^ la variation de s y et 
désignons par S,/ la variation de /, prise en regardant w! comme fixe. 
Désignons pareillement par S,/' la variation de /', prise en regardant 
ni' comme fixe, etc. Soient R, R' les réactions de deux surfaces qui, par 
leur intersection, forment la courbe sur laquelle le point m est assujetti 
à se mouvoir, et Sr, 8r' les variations des directions de ces dernières 
forces. L'équation (rf) du n*^ 3 donnera 

o -::: m S il -pij'^p' i,f' 1 . . . -r Rdr ^ R' ir' . 

Pareillement m' peut être considéré comme un point parfaitement libre, 
en équilibre en vertu de la force m' S', des actions des corps m, m"^ . . . , 
et des réactions des surfaces sur lesquelles il peut être assujetti à se 
mouvoir, réactions que nous désignerons par R" et R*'. Soient donc S/ la 
variation de s'I 8,,/ la variation de /prise en regardant m comme fixe, 
X Z*' la variation de /" prise en regardant m" comme fixe, etc. Soient 
de plus 8r", Sr*' les variations des directions de R'', R*'; l'équilibre de ni 
donnera 

o rr. m' S' is' H- p ij-r- p'^i.f -h ... H- R'^ ii^" -i- R* ir" . 

On formera de semblables équations relatives à l'équilibre de ni\ m'',...; 
en les ajoutant ensuite, et observant que 

Yf y, . . . étant les variations totales de /,/',..., on aura 

[k) o -r 2 mS il — Ipdf-r 1 Rir, 

équation dans laquelle les variations des coordonnées des diflerents 
corps du système sont entièrement arbitraires. On doit observer ici 
qu'au lieu de mS^, on peut, en vertu de l'équation (a) du n^ 2, sub- 
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stituer la somme des produits de toutes les forces partielles dont m est 
animé par les variations de leurs directions respectives. Il en est de 

même des produits m S' h\ m" S" ls\ 

Si les corps m, m\ m'\ . . . sont liés entre eux d'une manière inva- 
riable, les distances/,/',/", . . . sont constantes, et l'on a pour la con- 
dition de la liaison des parties du système 

a/-..0, ô/': O, ô/" :0,.... 

Les variations des coordonnées étant arbitraires dans Téquation {k), 
on peut les assujettir à satisfaire à ces dernières équations, et alors les 
forces pf p\ p\ . . . , qui dépendent de l'action réciproque des corps du 
système, disparaissent de cette équation; on peut même en faire dispa- 
raître les termes RSr, R'Sr', ..., en assujettissant les variations des 
coordonnées à satisfaire aux équations des surfaces sur lesquelles les 
corps sont forcés de se mouvoir; l'équation [k) devient ainsi 

d'où il suit que, dans le cas de l'équilibre, la somme des variations des 
produits des forces par les éléments de leurs directions est nulle, de 
quelque manière que Ton fasse varier la position du système, pourvu 
que les conditions de la liaison de ses parties soient observées. 

Ce théorème, auquel nous sommes par>'enus dans la supposition par- 
ticulière d'un système de corps liés entre eux d'une manière invariable, 
est général, quelles que soient les conditions de la liaison des parties 
du système. Pour le démontrer, il suffit de faire voir qu'en assujettis- 
sant les variations des coordonnées à ces conditions, on a dans l'équa- 
Uon [k) 

olpdflRir; 

or il est clair que Sr, V, . . . sont nuls en vertu de ces conditions; il ne 
s'agit donc que de prouver que Ton a o--lpYf en assujettissant aux 
mêmes conditions les variations des coordonnées. 

Concevons le système animé des seules forces /'«y/* f^f^f et sup- 
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posons que les corps soient forcés de se mouvoir sur des courbes qu'ils 
puissent décrire en vertu des mêmes conditions. Alors ces forces se dé- 
composeront en d'autres, les unes q, q\ y",..., dirigées suivant les 
àvoiits f, f\ f'\ . . . , et qui se détruiront mutuellement sans produire 
d'action sur les courbes décrites; les autres T, T', T", . . . , perpendicu- 
laires aux courbes décrites; les autres, enfin, tangentielles à ces courbes, 
et en vertu desquelles le système sera mû. Mais il est aisé de voir que 
ces dernières forces doivent être nulles; car, le système étant supposé 
leur obéir librement, elles ne peuvent produire ni pression sur les 
courbes décrites, ni réaction des corps les uns sur les autres; elles ne 
peuvent donc pas faire équilibre aux forces —p, —p\ —p\ • • • ; y» <(% 
q'\ . . . ; T, T', . . . ; il faut donc qu'elles soient nulles, et que le système 
soit en équilibre en vertu des seules forces —p, —p\ —p'\ • • • î ?> ?'» 
y",...; T, T', .... Soient !^/, 81',... les variations des directions des 
forces T, T', . . . ; on aura, en vertu de l'équation (*), 

orT.2(ç_^)a/H-2Ta/; 

mais le système étant supposé en équilibre en vertu des seules forces 9, 
ç\ . . . , sans qu'il en résulte aucune action sur les courbes décrites, l'é- 
quation [k] donne encore o — i q%f\ partant 

o=-2pa/-2Ta/. 

Si l'on assujettit les variations des coordonnées à satisfaire aux courbes 
décrites, on a 81 — o, 81 ' =r o, . . . ; on a donc alors 

et, comme les courbes décrites sont elles-mêmes arbitraires et ne sont 
assujetties qu'aux conditions de la liaison des parties du système, l'é- 
quation précédente a lieu, pourvu que ces conditions soient remplies, 
et alors Téquation [k) se change dans l'équation (/). Cette équation est 
la traduction analytique du principe suivant, connu sous le nom de 
principe des vitesses virtuelles. 
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Si' l'on fait varier infiniment peu la position d'un système de corps, en 
l'assujettissant aux conditions qu'il doit remplir, la somme des fi>rces qui 
le sollicitent, multipliées chacune par l'espace que le corps auquel elle est 
appliquée parcourt suivant sa direction, doit être égale à zéro dans le cas 
de l'équilibre du système. 

Non-seulement ce principe a lieu dans le cas de l'équilibre, mais il en 
assure l'existence. Supposons, en effet, que, l'équation (/) ayant lieu, 
les points m, m', . . . prennent les vitesses v, v\ . . . en vertu des forces 
mS, m' S', . . . qui leur sont appliquées. Ce système serait en équilibre 
en vertu de ces forces et de celles-ci — mv, — mV, ... ; désignons par 
îk», V,... les variations des directions de ces nouvelles forces; on aura, 
par le principe des vitesses virtuelles, 

mais on a, par la supposition, o — imSS^; on a donc o — 2/w8f. 
Les variations ^, ^v', . . . devant être assujetties aux conditions du sys- 
tème, on peut les supposer égales à i^ dt, v'dt, . . ., et alors on a 

équation qui donne 9 ~- o, v' ~o, . . .\ c'est-à-dire que le système est 

en équilibre en vertu des seules forces mS, m' S', 

Les conditions de la liaison des parties d'un système peuvent tou- 
jours se réduire à des équations entre les coordonnées de ses différents 
corps. Soient u — o,u—o, u"=o,... ces diverses équations; on pourra, 
par le n*^ 3, ajouter à l'équation (/) la fonction X Sa 4- V 8^^'-^ . . . , ou 

IXSi/, X, V, . . . étant des fonctions indéterminées des coordonnées des 
corps; cette équation deviendra ainsi 

o -- 1 mSSs -\- llèu; 

dans ce cas, les variations de toutes les coordonnées seront arbitraires, 
et l'on pourra égaler leurs coefficients k zéro , ce qui donnera autant 
d'équations au moyen desquelles on déterminera les fonctions >, V,.... 
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Si l'on compare ensuite cette équation à l'équation {i)^ on aura 

d'où il sera facile de conclure les actions réciproques des corps m, m\... 
et les pressions — R, — R', . . . qu'ils exercent contre les surfaces aux- 
quelles ils sont assujettis. 

15. Si tous les corps du système sont fixement attachés ensemble, sa 
position sera déterminée par celle de trois de ses points qui ne sont 
pas en ligne droite; la position de chacun de ces points dépend de trois 
coordonnées, ce qui produit neuf indéterminées; mais, les distances 
mutuelles des trois points étant données et invariables, on peut, à leur 
moyen, réduire ces indéterminées à six autres qui, substituées dans 
l'équation (/), introduiront six variations arbitraires; en égalant à zéro 
leurs coefficients, on aura six équations qui renfermeront toutes les 
conditions de l'équilibre du système. Développons ces équations. 

Pour cela, soient oo,y, z les coordonnées de m; x\y\ z celles de Tri\ 
x\ y\ z" celles de m", etc. ; on aura 



/ =-v(^'- ^?^-Kf-rY^\^'- ^1 



a 



f = yj[x"- xj^ + ir^-r )* + ;•'"-■»)*. 



/"= v;*''-x')» + ir'-r')» -t- [z''~z')\ 



Si l'on suppose 

OX '-==■ OX ^^ 0* 1= , . . , 
OZ ~~ OZ' = OZ^ =:..., 

on aura y= o, 8/'= o, S/"== o, . . . ; les conditions à satisfaire seront 
donc remplies, et l'on aura en vertu de l'équation (/) 

Im) o = lmS-r-y o = 2mS:r-> o = 2mS3-: 

^ ' dx djr oz^ 
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on aura ainsi trois des six équations qui renferment les conditions de 
l'équilibre du système. Les seconds membres de ces équations sont les 
sommes des forces du système, décomposées parallèlement aux trois 
axes des x, des y et des 2; chacune de ces sommes doit donc être nulle 
dans le cas de l'équilibre. 

Les équations S/= o, y= o, 55/'= o, . . . seront encore satisfaites 
si Ton suppose z, z\ z", . . . invariables, et si Ton fait 

Sjc =: jr ôcj, oy --- — x SxSf 
dx' =: jr' dfSf 8^- ' — — x' dm. 



ks étant une variation quelconque. En substituant ces valeurs dans 
l'équation (l)^ on aura 

Il est visible que Ton peut changer, dans cette équation, soit les coor- 
données â?, œ\ ar",..., soit les coordonnées^, y\ y'\""> en s, z\ z",..., 
ce qui donnera deux autres équations qui, réunies à la précédente, for- 
meront le système suivant d'équations 



[or^2ms(r^-x|;), 
^zjz2é mS \z «î»^ -r- 1 ' 



Ox ÔZ 



°=^'»s(r^-^^); 



ds 

la fonction ImSy-^ est, par le n^ 3, la somme des moments de toutes 
les forces parallèles à l'axe des x, pour faire tourner le système autour 

de Taxe des z. Pareillement, la fonction ZmSx^r- est la somme des 

moments de toutes les forces parallèles à Taxe des^, pour faire tourner 
le système autour de Taxe des z, mais en sens contraire des premières 
forces; la première des équations (n* indique, par conséquent, que lu 

OKm^ret de L. ^ î. 7 
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somme des moments des forces est nulle par rapport à l'axe des z. La 
seconde et la troisième de ces équations indiquent semblablement que 
la somme des moments des forces est nulle, soit par rapport à Taxe 
des y, soit par rapport à Taxe des x. En réunissant ces trois conditions 
à celle-ci, savoir, que les sommes des forces parallèles à ces axes soient 
nulles par rapport à chacun d*eux, on aura les six conditions de Téqui- 
libre d'un système de corps invariablement unis ensemble. 

Si l'origine des coordonnées est fixe et attachée invariablement au 
système, elle détruira les forces parallèles aux trois axes, et les con- 
ditions de l'équilibre du système autour de cette origine se réduiront 
à ce que les sommes des moments des forces pour le faire tourner au- 
tour des trois axes soient nulles relativement à chacun d'eux. 

Supposons que les corps m, m\ w!\ ... ne soient animés que par la 
pesanteur. Son action étant la même sur tous ces corps, et les directions 
de la pesanteur pouvant être supposées les mêmes dans toute l'étendue 
du système, on aura 



ds_ 
àx 

ds 
'à'r 

ds_ 
dz 



ds' 


ds" 


dx' 


dxf 


ds' 


dsT 


àr' 


dx" 


ds' 


ds" 


dz' 


dz" 



— . . . , 



• • • • 



Les trois équations [n) seront satisfaites, quelle que soit la direction 
de s ou de la pesanteur, au moyen des trois suivantes 

(o) o — ltmxy o— -2m/, o — 2m:3. 

L'origine des coordonnées étant supposée fixe, elle détruira parallèle- 
ment à chacun des trois axes les forces S-r-lm, S^-im, S-^lm; 

ox oy OZ 

en composant ces trois forces, on aura une force unique égale à S2/n, 
c'est-à-dire, égale au poids du système. 
Cette origine des coordonnées, autour de laquelle nous supposons ici 
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le système en équilibre, est un point du système très-remarquable, en 
ce qu'étant soutenu, le système animé par la pesanteur reste en équi- 
libre, quelque situation qu*on lui donne autour de ce point, que Ton 
nomme centre de gravité an système. Sa position est déterminée par la 
condition que, si Ton fait passer par ce*point un plan quelconque, la 
somme des produits de chaque corps par sa distance à ce plan est nulle; 
car cette distance est une fonction linéaire des coordonnées or, v, z du 
corps; en la multipliant donc par la masse du corps, la somme de ces 
produits sera nulle en vertu des équations o . 

Pour fixer la position du centre de gravité, soient X, Y, Z ses trois 
coordonnées par rapport à un point donné; soient x, y^ z les coordon- 
nées de 171, rapportées au même point; x\ y\ z celles de m', et ainsi 
de suite: les équations o donneront 

o -Zm JT -- X ; 

mais on a SitiX — X2i7i, 2 m étant la masse entière du système; on a 
donc 

^ imx 

On aura pareillement 

-. Imy _ 2m- 
1 ^ f Z -^ — ; 
Zm Zm 

ainsi, les coordonnées X, T, Z ne déterminant qu*nn seul point, on voit 
que le centre de gravité d*un système de corps est unique. Les trois 
équations précédentes donnent 

équation que Ton peut mettre sous cette forme : 

2m x»~r*~^* 2mm'r x- -x » r T *- ^' -^ M 



X»-Y*~Z» 



Im Im ' 



rintégrale finie 2mm ] x — x ' — v — v * — z — z ^ exprimant la 
somme de tous les produits sembbbles à celui qui est renfermé sous la 
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caractéristique 2, et que Ton peut former en considérant deux à deux 
Cous les corps du système. On aura donc ainsi la distance du centre de 
gravité à un point fixe quelconque, au moyen des distances des corps 
du système à ce même point fixe, et de leurs distances mutuelles. En 
déterminant de cette manière la distance du centre de gravité à trois 
points fixes quelconques, on aura sa position dans Tespace; ce qui 
donne un nouveau moyen de le déterminer. 

On a étendu la dénomination de centre de gravité à un point d'un sys- 
tème quelconque de corps pesants ou non pesants, déterminé par les 
trois coordonnées X , Y, Z. 

16. Il est facile d'appliquer les résultats précédents à l'équilibre d'un 

corps solide de figure quelconque, en le concevant formé d'une infinité 
de points liés fixement entre eux. Soit donc dm un de ces points, ou 

une molécule infiniment petite du corps; soient x, y^ z les coordon- 
nées rectangles de cette molécule; soient encore P, Q, R les forces dont 
elle est animée parallèlement aux axes des j?, désuet des 2; les équa- 
tions (m) et (n) du numéro précédent se changeront dans les suivantes 

o^^f^dm, o—JQdniy o.-fRdm^ 
o ^/; P7 - Qx) dm, o --f[Pz '- Rx) dm, o -/(R^ — Q-) dm, 

le signe intégral / étant relatif à la molécule dm, et devant s'étendre à 
la masse entière du solide. 

Si le corps ne peut que tourner autour de l'origine des coordonnées, 
les trois dernières équations suffisent pour l'équilibre. 
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CHAPITRE IV. 



DE l'équilibre des FLUIDES. 



17. Pour avoir les lois de Téquilibre et du mouvement de chacune 
des molécules fluides, il faudrait connaître leur figure, ce qui est im- 
possible; mais nous n'avons besoin de déterminer ces lois que pour les 
fluides considérés en masse, et alors la connaissance des figures de 
leurs molécules devient inutile. Quelles que soient ces figures et les 
dispositions qui en résultent dans les molécules intégrantes, tous les 
fluides pris en masse doivent oflrir les mêmes phénomènes dans leur 
équilibre et dans leurs mouvements, en sorte que l'observation de ces 
phénomènes ne peut rien nous apprendre sur la configuration des mo- 
lécules fluides. Ces phénomènes généraux sont fondés sur la mobilité 
parfaite de ces molécules, qui peuvent ainsi céder au plus léger efibrt. 
Cette mobilité est la propriété caractéristique des fluides; elle les dis- 
tingue des corps solides et sert à les définir. Il en résulte que, pour 
l'équilibre d'une masse fluide, chaque molécule doit être en équilibre 
en vertu des forces qui la sollicitent et des pressions qu'elle éprouve de 
la part des molécules environnantes. Développons les équations qui ré- 
sultent de cette propriété. 

Pour cela, considérons un système de molécules fluides formant un 
parallélépipède rectangle infiniment petit. Soient x, y, z les trois coor- 
données rectangles de l'angle de ce parallélépipède le plus voisin de 
l'origine des coordonnées. Soient dx, dy, dz les trois dimensions de ce 
parallélépipède ; nommons p la moyenne de toutes les pressions qu'é* 
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prouvent les difTérents points de la face dydz du parallélépipède la 
plus voisine de l'origine des coordonnées, etp' la même quantité rela- 
tive à la face opposée. Le parallélépipède, en vertu de la pression qu'il 
éprouve, sera sollicité, parallèlement à l'axe des x, par une force égale 
à {p — p') dy dz ; p' ~ p est la différence de p prise en ne faisant varier 
que x; car, quoique la pression p agisse en sens contraire dep^ cepen- 
dant, la pression qu'éprouve un point du fluide étant la même dans tous 
les sens, p' —p peut être considéré comme la différence de deux forces 
inftniment voisines et agissant dans le même sens; on a donc 

p' —p -- ~ dx, el [p — p' . dydz ■■-. -- -J- dxdydz. 

Soient P, Q, R les trois forces accélératrices qui animent «d'ailleurs 
les molécules fluides parallèlement aux axes des x, des y et des z; si 
l'on nomme p la densité du parallélépipède, sa masse sera fdxdydz^ 
et le produit de la force P par cette masse sera la force entière qui en 
résulte pour la mouvoir; cette masse sera par conséquent sollicitée, pa- 
rallèlement à l'axe des j?, par la force 



{,v-%)dxdrdz. 



Elle sera pareillement sollicitée, parallèlement aux axes des 7 et des «, 
par les forces 



(■ 



pQ - 5^) dxdrdz et (pR - ^) dxdydzi 



on aura donc, en vertu de l'équation {b) du n" 3, 

o,,(pP-|)*..(pQ-|)»r-.(-«--3?)". 

ou 

ap :p(Pijc-}-Qar ' Riz . 

Le second membre de cette équation doit être, comme le premier, une 
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variation exacte; ce qui donne les équations suivantes aux différences 
partielles 

c).p P r).pQ djpP ._ dLpR d.pQ _ d.p R 
ôx " ôx ôz ~ ôx ôz ôjr 

d'où Ton tire 

o- p^ _ 0— ^R— P -'^ -I 0— R^- 

dz ôz ' djr ôjr ^ ôx ôx 

Cette équation exprime la relation qui doit exister entre les forces P, 
Q, R, pour que Féquilibre soit possible. 

Si le fluide est libre à sa surface ou dans quelques parties de cette 
surface, la valeur dep sera nulle dans ces parties; on aura donc 8/?— o, 
pourvu que l'on assujettisse les variations hc, ^y, ^z à appartenir à cette 
surface; ainsi, en remplissant ces conditions, on aura 

Soit îJu — o l'équation différentielle de la surface; on aura 

Pdx Qdx-^Kàz -.:-. X3ii, 

X étant une fonction de x^ y, z; d'où il suit, par le n** 3, que la résul- 
tante des forces P, Q, R doit être perpendiculaire aux parties de la sur- 
face dans lesquelles le fluide est libre. 

Supposons que la variation PSj? 4- Qî^x -h R8;s soit exacte, ce qui a 
lieu, par le n** 2, lorsque les forces P, Q, R sont le résultat de forces 
attractives. Nommons alors &p cette variation : on aura 8p ~ pSç; p doit 
donc être fonction de p et de 9, et, comme en intégrant cette équation 
différentielle on a 9 en fonction de /?, on aura p en fonction de p. La 
pression p est donc la même pour toutes les molécules dont la densité 
est la même; ainsi Sp est nul relativement aux surfaces des couches de 
la masse fluide, dans lesquelles la densité est constante, et l'on a, par 
rapport à ces surfaces, 

o — pax-:-Qdj~rRdz. 

11 suit de là que la résultante des forces qui animent chaque molécule 
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fluide est, dans l*état d'équilibre, perpendiculaire à la surface de ces 
couches, que Ton a nommées pour cela couches de niveau. Cette condi- 
tion est toujours remplie si le fluide est homogène et incompressible, 
puisque alors les couches auxquelles cette résultante est perpendicu- 
laire sont toutes de même densité. 

Pour Téquilibre d'une masse fluide homogène dont la surface exté- 
rieure est libre, et qui recouvre un noyau solide fixe et de figure quel- 
conque, il est donc nécessaire et il suffit : i^ que la difierentielle 
PSj? -f- QSj -h RS;s soit exacte; 2** que la résultante des forces à la sur- 
face extérieure soit dirigée vers cette surface et lui soit perpendiculaire. 
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CHAPITRE V. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DU MOUVEMENT d'uN SYSTÈME DE CORPS. 



18. Nous avons ramené, dans le n^ 7, les lois du mouvement d'un 
point à celles de l'équilibre , en décomposant son mouvement instan- 
tané en deux autres, dont l'un subsiste, et dont l'autre est détruit par 
les forces qui sollicitent ce point; l'équilibre entre ces forces et le mou- 
vement perdu par le corps nous a donné les équations différentielles de 
son mouvement. Nous allons faire usage de la même méthode pour dé- 
terminer le mouvement d'un système de corps m, m\ vnC\ Soient 

donc mP, mQ, mR les forces qui sollicitent m parallèlement aux axes 
de ses coordonnées rectangles a?, j, jz; soient m'P', m'Q', m'R' les 
forces qui sollicitent ni parallèlement aux mêmes axes, et ainsi de 

dx uY d% 

suite, et nommons / le temps. Les forces partielles ^ jt» '^5/ ' ^'St ^ 
corps m, à un instant quelconque, deviendront dans l'instant suivant 

dx . dx . dx n ,^ 

m-rr -{- md-rr — md-rr -^mrdt^ 
ai ai ai 

m^ -hmrf^ —md-^ -h/nQrf/, 

dz jdz jdz ^ -^ 

m -y- -h md -j-- — md-:j- -hmJxdi; 
di di di 

et, comme les seules forces 

dx jdx dr jdr dz jdz 

"'it^"'^di' '^dt-^"''^it' '^dt-^""^dt 

OBa¥r&t de L, — I. 8 
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subsistent, les forces 

— mrf-j- 4- mPrf/, — md-y- -^ mQdt, — md-j- -t- mKdl 
dt dt ^ dt 

seront détruites. En marquant dans ces expressions successivement 
d'un trait, de deux traits, ... les lettres m, x, y, z, P, Q, R, on aura 
les forces détruites dans les corps m', m", .... Cela posé, si l'on multi- 
plie respectivement ces forces par les variations Ix, 8j, Ss, ^r', . . . 
de leurs directions, le principe des vitesses virtuelles, exposé dans le 
n^ 14, donnera, en supposant dt constant, l'équation suivante 



0:=: ntox 



m 






On éliminera de cette équation, au moyen des conditions particulières 
du système, autant de variations qu'il y a de ces conditions; en égalant 
ensuite séparément à zéro les coefficients des variations restantes, on 
aura toutes les équations nécessaires pour déterminer le mouvement 
des différents corps du système. 

19. L'équation (F) renferme plusieurs principes généraux du mou- 
vement, que nous allons développer. On assujettira évidemment les 
variations ^, ^v, ^z, ^', ... à toutes les conditions de la liaison des 
parties du système, en les supposant égales aux différences dx, dy, dz^ 
dx\ .... Cette supposition est donc permise, et alors l'équation (P) 
donne, en l'intégrant, 

Q ^rn- — '^J^'—- rrr c -4 22/m Pdi + Qrfr-t- Rrfs) , 

c étant une constante arbitraire introduite par Tintégration. 

Si les forces P, Q, R sont le résultat de forces attractives dirigées 
vers des points fixes, et des forces attractives des corps les uns vers les 
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autres, la fonction lfm{Vdx -f- Qdy -{-lidz) est une intégrale exacte. 
En effet, les parties de cette fonction, relatives aux forces attractives 
dirigées vers des points fixes, sont, par le n^ 8, des intégrales exactes. 
Cela est également vrai par rapport aux parties qui dépendent des 
attractions mutuelles des corps du système ; car, si Ton nomme / la 
distance de /n à m', et m'¥ l'attraction de m' sur m, la partie de 
m^Pdx-hQdy-^-Hdz), relative à l'attraction de m' sur m, sera, par 
le numéro cité, égale à — mm'Ydf, la différence df étant prise en ne 
faisant varier que les coordonnées x, y, z. Mais, la réaction étant égale 
et contraire à Faction, la partie de m'(P'dir'H- Q'dy'-:- Wdz'), relative 
à l'attraction de m sur m\ est égale a —mm'Yd/^ en ne faisant va- 
rier, dans/, que. les coordonnées x\ y\ s'; la partie de la fonction 
2m(Pd!r-f-Qrf^H-Rfife), relative à l'attraction réciproque de m et 
de m'y est donc —mm'Ydf, tout étant supposé varier dans/. Cette 
quantité est une différence exacte lorsque F est une fonction de /, ou 
lorsque l'attraction est comme une fonction de la distance, ainsi que 
nous le supposerons toujours; la fonction 'Lm[Vdx -\-Çi^dy-^-^dz) 
est donc une différence exacte, toutes les fois que les forces qui agissent 
sur les corps du système sont le résultat de leur attraction mutuelle, ou 
de forces attractives dirigées vers des points fixes. Soit alors rfç cette 
différence, et nommons v la vitesse de /n, V celle de m\ etc. ; on aura 

(R) S/îli'^ -r C -h 2<p. 

Cette équation est analogue à l'équation [g) du n^ 8; elle est la tra- 
duction analytique du principe de la conservation des forces vives. On 
nomme /)/r^ t?iV^ d'un corps le produit de sa masse par le carré de sa 
vitesse. Le principe dont il s'agit consiste en ce que la somme des forces 
vives, ou la force vive totale du système, est constante, si le système 
n'est sollicité par aucune force ; et, si les corps sont sollicités par des 
forces quelconques, la somme des accroissements de la force vive totale 
est la même, quelles que soient les courbes décrites par chacun de ces 
corps, pourvu que leurs points de départ et d'arrivée soient les mêmes. 

Ce principe n'a lieu que dans les cas où les mouvements des corps 

8. 
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changent par des nuances insensible». Si ces mouvements éprouTcnt 
des changements brusques, la force vive est diminuée d'une quantité 
que Ton déterminera de cette manière. L'analyse qui nous a conduits 
à l'équation (P) du numéro précédent donne alors, au lieu de cette 
équation, la suivante 

A ^5 A ^ et A j^ étant les différences ^^ 57' ^ ^^ ^ ^'^^ instant 

à l'autre, différences qui deviennent finies lorsque les mouvements des 
corps reçoivent des altérations finies dans un instant. On peut supposer 
dans cette équation 

Sx=zdx-h Adx, dj=d[^-+- Arfy-, iz=:dz -h \dZf 

parce que, les valeurs de dœ, dy^ dz se changeant, dans l'instant sui- 
vant, dans dx -{- \dx, dy-^\dy, dz -{- ^dz^ ces valeurs de Xa?, Tiy^ Zz 
satisfont aux conditions de la liaison des parties du système; on aura 
ainsi 

~2m[P(rfx-+-Arfx)-^Q(rfr-^Arfr;-4-R((/2 4-Arf2)]. 

Cette équation doit être intégrée comme une équation aux différences 
finies relative au temps /, dont les variations sont infiniment petites* 
ainsi que les variations de x^ y, z, x\. . . . Désignons par 2, les inté- 
grales finies résultant de cette intégration, pour les distinguer des in- 
tégrales finies précédentes, relatives à l'ensemble des corps du système. 
L'intégrale de mP(d!r-f- Ad!r) est visiblement la même que JmVdx\ 
on aura donc 

- al/m (Prfr + Qrf/ -H Rrfz ). 
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En désignant donc par Vf v\ v>'\ ... les vitesses de m^ m! y rri\ . . . , on 



aura 



ï».. = co„«.-I,.I™[(Ag)V (a|) V (a*)'] 



H- 22/m(P(/a: -+- Qrfr-h Rrfz). 

La quantité renfermée sous le signe 2, étant nécessairement positive, 
on voit que la force vive du système diminue par l'action mutuelle des 
corps, toutes les fois que, durant le mouvement, quelques-unes des va- 

dx dy 

riations A ^5 ^'St'*'" ^^^^ finies. L'équation précédente offre de plus 

un moyen fort simple d'avoir cette diminution. 

A chaque variation brusque du mouvement du système, on peut con- 
cevoir la vitesse de m décomposée en deux autres, l'une v qui subsiste 
dans l'instant suivant, l'autre Y détruite par l'action des autres corps; 

or la vitesse de m étant ^ ^ ^ Z avant cette décomposition , 

et se changeant, après, dans 



>j{dx -^S^dxY -h (rfr-+- Arfr)î» -+- (rf2 -h A dzY 



di 

il est facile de voir que l'on a 



v=(^^)'-(-^)'-(-è)N 



l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme : 

2 mv^ = const. — 2, .1 mV^ -f- 22/m (Pdo: h- Qdy-hRdz). 

20. Si dans l'équation (P) du n^ 18 on suppose 

dx' = ij: H- ix\ , i^' = ij H- Sx\ , iz' = Ô2 -^ Sz\ , 
ix''^ ix -¥- ix^^ , iy^^z iy -+- dy', , iz''= iz ■+- dz\ , . 



en substituant ces variations dans les expressions des variations ^, i/\ 
Zff ' ' • des distances mutuelles des corps du système, dont on a doqné 
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les valeurs dans le n^ 15, on voit que les variations ix^ ^, Iz dispa* 
raissent de ces expressions. Si le système est libre, c'est-à-dire, si au- 
cune de ses parties n'a de liaison avec les corps étrangers, les condi- 
tions relatives à la liaison mutuelle des corps ne dépendant que de leurs 
distances mutuelles, les variations lix, ^y, ^z seront indépendantes de 
ces conditions : d'où il suit qu'en substituant, au lieu de ix\ ^y\ }iz\ 
^\..., leurs valeurs précédentes dans l'équation (P), on doit égaler 
séparément à zéro les coefficients des variations ^, Sy, iz ; ce qui donne 
les trois équations 



o -:- 2 m 



(S? ■>)• «-^-(s? «)• "M^-'^y 



Supposons que X, Y, Z soient les trois coordonnées du centre de gra- 
vité du système; on aura, par le n^ 15, 



Zm Zm Zm 



î 



partant 



^^ dt^ Im ' "" ' ~dt^ InV "" dti '" Int ' 

le centre de gravité du système se meut donc comme si, tous les corps 
m, m\... étant réunis à ce centre, on lui appliquait toutes les forces qui 
sollicitent le système. 

Si le système n'est soumis qu'à l'action mutuelle des corps qui le 
composent et à leurs attractions réciproques, on aura 

0-. 2mP, o~2m0, o — 2mR; 

car, en exprimant par/> l'action réciproque de m et de m\ quelle que 
soit sa nature, et désignant par/ la distance mutuelle de ces deux 
corps, on aura, en vertu de cette action seule. 
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d'où l'on tire 

o=±:mP -f^mP', o=3mQ^-m'Q', = i^riR-i- m'R'; 

et il est clair que ces équations ont lieu dans le cas même où les corps 
exerceraient les uns sur les autres une action finie dans un instant. Leur 
action réciproque disparait donc des intégrales ImP, ImQ, 2mR, qui 
par conséquent sont nulles lorsque le système n'est point sollicité par 
des forces étrangères. Dans ce cas, on a 

rf^X rf^Y rf^Z 

^^rfïT' ^=-dt^^ ^=d^' 

et, en intégrant, 

a, A, a\ b\ a'\ h" étant des constantes arbitraires. En éliminant le 
temps t^ on aura une équation du premier ordre, soit entre X et Y, soit 
entre X et Z; d'où il suit que le mouvement du centre de gravité est 
rectiligne. De plus, sa vitesse étant égale à 



elle est constante, et le mouvement est uniforme. 

Il est clair, d'après l'analyse précédente, que cette inaltérabilité du 
mouvement du centre de gravité d'un système de corps, quelle que soit 
leur action mutuelle, subsiste dans le cas même où quelques-uns de ces 
corps perdent dans un instant, par cette action, une quantité finie de 
mouvement. 

21 . Si l'on fait 

r r 

la variation %x disparait encore des expressions de S/*, %f\ }if\ ... ; en 
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supposant donc le système libre, les conditions relatives à la liaison des 
parties du système n'influant que sur les variations ^, tf\ . . . , la varia- 
tion ^ en est indépendante, et elle est arbitraire; ainsi, en substituant 
dans l'équation (P) du n® 18, au lieu de %x\ lof, . . . , Xy, %y\ ^"^ . . . , 
leurs valeurs précédentes, on doit égaler séparément à zéro le coeflB- 
cient de &r, ce qui donne 

oz^2m '^-^ h2m(Pj^— Qjr), 

d'où l'on tire, en intégrant par rapport au temps /, 

c étant une constante arbitraire. 

On peut, dans cette intégrale, changer les coordonnées j, y\ . . . 
dans z, z\,.., pourvu que l'on y substitue, au lieu des forces Q, Q\ . . ., 
parallèles à l'axe des y, les forces R, R', . . . , parallèles à l'axe des z, ce 
qui donne 

c' étant une nouvelle arbitraire. On aura de la même manière 

c":-2/ii^?:^^^^4-2/m(Qz-^R^)rf/, 

c" étant une troisième arbitraire. 

Supposons que les corps du système ne soient soumis qu'à leur action 
mutuelle et à une force dirigée vers l'origine des coordonnées. Si l'on 
nomme, comme ci-dessus, p l'action réciproque de m et de m\ on aura, 
en vertu de cette action seule, 

o = /n(P7 - Qx) -+- m'(Py- Q'x'); 

ainsi l'action mutuelle des corps disparait de l'intégrale finie 
2m(Pj — Qo?). Soit S la force qui sollicite m vers l'origine des coor- 
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données; on aura, en vertu de cette force seule, 



~^^^. Q=-. -^^ 



la force S disparait donc de Texpression de Vy — Qx; ainsi, dans le 
cas où les différents corps du système ne sont sollicités que par leur 
action et leur attraction mutuelle et par des forces dirigées vers Tori- 
gine des coordonnées, on a 

,_. ^ xdr—rdx , „ xdz—zdx „ „ rdz — zdr 

Z) c^:=^2im — -— TT 1 c'--2m -j- » c'^—Zm^ — ->- — ^• 

dt dt dt 

Si l'on projette le cQrps m sur le plan des x et des y, la différentielle 

^ ^~ ~^— sera l'aire que trace, durant l'instant rf/, le rayon vecteur 

mené de l'origine des coordonnées à la projection de m; la somme de 
ces aires, multipliées respectivement par les masses de ces corps, est 
donc proportionnelle à l'élément du temps; d'où il suit que, dans un 
temps fini, elle est proportionnelle au temps. C'est en cela que consiste 
le principe de la conservation des aires. 

Le plan fixe des x et des j" étant arbitraire, ce principe a lieu pour 
un plan quelconque, et, si la force S est nulle, c'est-à-dire, si les corps 
ne sont assujettis qu'à leur action et à leur attraction mutuelle, l'ori- 
gine des coordonnées est arbitraire, et l'on peut placer à volonté le 
point fixe. Enfin il est facile de voir, par ce qui précède, que ce prin- 
cipe subsiste dans le cas même où, par l'action mutuelle des corps du 
système, il survient des changements brusques dans leurs mouvements. 

Il existe un plan par rapport auquel c' et c" sont nuls, et qu'il est» 
par cette raison, intéressant de connaître; car il est visible que l'éga- 
lité de d et de c" à zéro doit apporter de grandes simplifications dans 
la recherche du mouvement d'un système de corps. Pour déterminer ce 
plan, il est nécessaire de rapporter les coordonnées x^y^ zh trois autres 
axes ayant la même origine que les précédents. Soient donc 6 l'incli- 
naison du plan cherché, formé par deux de ces nouveaux axes, au plan 

Œuvres de L,— \, 9 
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des X et des y, et ^ Tangle que forme l*axe des x avec l'intersection de 

ces deux plans, en sorte que soit Tinclinaison du troisième axe 

nouveau sur le plan des x et des y, et que ~ — <|/ soit Tangle que sa 

projection sur le même plan fait avec Taxe des x^ t: étant la demi-cir- 
conférence. 

Pour fixer les idées, imaginons que Torigine des coordonnées soit au 
centre de la Terre, que le plan des x et des y soit celui de Técliptique, 
et que Taxe des z soit la ligne menée du centre de la Terre au pôle bo- 
réal de Técliptique ; concevons, de plus, que le plan cherché soit celui 
de l'équateur, et que le troisième axe nouveau soit Taxe de rotation 
de la Terre, dirigé vers le pôle boréal; d sera l'obliquité de Fécliptique, 
et ^ sera la longitude de Taxe fixe des x, relativement à Téquinoxe 
mobile du printemps. Les deux premiers axes nouveaux seront dans le 
plan de l'équateur, et, en nommant 9 la distance angulaire du premier 
de ces axes à cet équinoxe, 9 représentera la rotation de la Terre, 

comptée du même équinoxe , et - + 9 sera la distance angulaire du 

second de ces axes au même équinoxe. Nous nommerons cuces princi- 
paux ces trois nouveaux axes. Cela posé : 

Soient x^,y^, z, les coordonnées de m rapportées : i^ à la ligne menée 
de l'origine des coordonnées à l'équinoxe du printemps, les x^ positifs 
étant pris du côté de cet équinoxe ; 2^ à la projection du troisième axe 
principal sur le plan des x et des j^; 3^ à l'axe des z ; on aura 

X — ar, cosvj/ -^jr, sinvp, y — ^^cosvj; — jr, sinvj/, z rz= z,. 

Soient ar^,, 7,,, «,, les coordonnées rapportées : i® à la ligne de l'équi- 
noxe du printemps; n^ à la perpendiculaire à cette ligne dans le plan 
de l'équateur; 3^ au troisième axe principal; on aura 

^, — ^in Ti --Tu cosS + r„ sinô, z, — z„ cosô —y^ sinô. 

Enfin, soient x^, j^, z^ les coordonnées de m rapportées au premier, 
au second et au troisième axe principal ; on aura 

x„ = x^ COS9 — y„ sin 9, y„= y^ COS9 -4- j:. sin 9, a„ = 2^. 
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De là il est facile de conclure 

x-.x^.[cosO sinv{/sinf + cosv{/cosf) -!-7*^(cos0 sinvj^cosç — cosvj/sinç) -i z^sinO sinvj^, 
X -- ^er[cosO cos^' sinç — sinip COS9) -hy^[cos9 cosv|; cosç ^- sin^' sinç) -1- 2^ sinô cosvj^, 
z —z„ cos6 —Xn sinô cosf — x^ sin ô sinç. 

En multipliant ces valeurs de x, y, z respectivement par les coefficients 
de x^ dans ces valeurs, on aura, en les ajoutant, 

x^-- x[cosQ s\n^ sxïiff 4- cosvj; cosç^ -r-jr[cosB cosvj^ sinç — sinip COS9) — z sind sinf. 

En multipliant pareillement les valeurs de x, y, z respectivement pat* 
les coefficients de y^ dans ces valeurs, et ensuite par les coefficients de 
z^, on aura 

7^ — jr(cos0 sinvj; cosf — cos^ sinç) -\-y[cosB cosvj; cosç -f- sinip sinç; — z sinS* cosç, 
z^ — x sin0 sin^ -{-/sinô cosvj; -f- z cos6. 

Ces diverses transformations des coordonnées nous seront très -utiles 
dans la suite. En marquant d*un trait en haut, de deux traits, etc. les 
coordonnées x, y^ «» ^^» y„^ «^» on aura les coordonnées correspon- 
dantes aux corps m\ m", 

De là, en substituant c, c , c" au lieu de 

« xdy — rdx « xdz-^zdx « ydz — zdy 

Z m -j- 1 Zm 3- î Z m t — ■ ? 

at dt dt 

il est facile de conclure 

^ffi^^iE^JjL^J^ — ^ =:ccos6 — c'slnôcos^ -f-c^sinesinij;, 

im~^ — " dt " — ~ =csiri6cosç-i c'(sîni}/sinç -r- cosdcosvpcosç) 

-+- c'^(cos4' sinç — cosô sinv]; cosç), 

jniZs — » '^ J» ^ — csind sinç + c' (sin v|/cos(p~cosdcos^ sinç) 

-+- c''(cos^ cosç -h cosôsinv)/ sinç). 

9- 
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■ 

Si Ton détermine ^ et 9 de manière que Ton ait 



<" . - . -c 



sinOsin'l - , sin^cos'l - — - ^ 

VC^ -6-'- -r-r"^ yC'«-T-C'*-hc''« 



re qui donne 



on aura 



cos6 :--... , 

^ x^dr^—j'dx^ , jr- 

2t m -- ---- - %. c^ -^ c* -^ t' * 

Zni- * — --J - * . (), 
dt 

les valeurs de c et de c" sont donc nulles par rapport au plan des x^ 
et des y^ déterminé de cette manière. Il n*existe qu*un seul plan qui 
jouisse de cette propriété ; car, en supposant qu'il soit celui des x et 
des j, on aura 

2. m --=■ — ■ — . -- -*? : V sin 5 C0S9, 

., r^ dz^ — z„ dy^ . - . 

Ini-^- ^1. —' -csm9sin9. 

En égalant ces deux fonctions à zéro, on aura sinO = 0, c*est-2i-dire 
que le plan des x^ et des y^ coïncide alors avec celui des x et des y. 

La valeur de jm^*-^'^'"^*' -- étant égale à \c^ -i-c^ -^c"^^ quel 

que soit le plan des x et des j, il en résulte que la quantité c* -f- c * -1- cT^ 
est la même, quel que soit ce plan, et que le plan des x^ et des y^^ dé- 
terminé par ce qui précède, est celui relativement auquel la fonction 

lm—'^-=^- . -*- -"^ est le plus grande; le plan dont il s*agit jouit donc 

de ces propriétés remarquables, savoir : i^ que la somme des aires tra- 
cées par les projections des rayons vecteurs des corps, et multipliées 
respectivement par leurs masses, y est le plus grande possible ; a^ que 
la même somme, relativement à un plan quelconque qui lui est per- 
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I 

pendiculaire, est nulle, puisque Tangle 9 reste indéterminé. On pourra, 
au moyen de ces propriétés, retrouver ce plan à un instant quelconque, 
quelles que soient les variations survenues par Faction mutuelle des 
corps dans leur position respective, de même que Ton peut facilement 
retrouver dans tous les temps la position du centre de gravité du sys- 
tème; et, par cette raison, il est aussi naturel de rapporter à ce plan 
les X et les y que de rapporter au centre de gravité l'origine des coor- 
données. 

22. Les principes de la conservation des forces vives et des aires ont 
encore lieu, en supposant à l'origine des coordonnées un mouvement 
rectiligne et uniforme dans l'espace. Pour le démontrer, nommons 
X, Y, Z les coordonnées de cette origine, supposée mobile, par rap- 
port à un point fixe, et supposons 

x=^Xh-Xi, ,r -Y-4-/1, z~zZ-{-zi, 



x':-^X-^x\, r'-=Y-4-r', s'--=Z 



, , f M. "l J , , *. — #- .2 , , 



J^M Ji» ^1» ^,».«« seront les coordonnées de m, m',... relativement à 
l'origine mobile. On aura, par l'hypothèse, 

rf^X~o, rf=»Y :o, d^Z :o; 

mais on a, par la nature du centre de gravité, lorsque le système est 
libre, 

0-1 m [(fi\ -1- d^xt' - 1 mVdt\ 
o — lm ;rf« Y -h d^xt 1 — 2 mQrf/S 
o_2m(rf^Z -^rd^Zi;—lmRdt^. 

L'équation (P) du n*^ 18 deviendra ainsi, en y substituant ^X-f-?5j?,, 
XY -h 55y, , . . . au lieu de Xo?, Xj^, . . . , 

équation exactement de la même forme que l'équation (Pj, si les forces 
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P, Q, R ne dépendent que des coordonnées â?,, j^i, z^, x\, En lui 

appliquant donc l'analyse précédente, on en tirera les principes de la 
conservation des forces vives et des aires par rapport à l'origine mobile 
des coordonnées. 

Si le système n'éprouve point l'action de forces étrangères, son cen- 
tre de gravité aura un mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace, 
comme on l'a vu dans le n^ 20 ; en fixant donc à ce centre l'origine des 
coordonnées x, y, 5, ces principes subsisteront toujours. X, Y, Z étant 
alors les coordonnées du centre de gravité, on aura, par la nature de 
ce point, 



or_-2mari, o --2mj^i, OT=2in2i, 



ce qui donne 



^ xdr—ydx XrfY "^rfX^ ^ x\ilr\ —Y\dx\ 

at dt dt 

Ainsi les quantités résultantes des principes précédents se composent : 
1^ des quantités qui auraient lieu si tous les corps du système étaient 
réunis à leur centre commun de gravité; 7? des quantités relatives au 
centre de gravité supposé immobile; et, comme les premières de ces 
quantités sont constantes, on voit la raison pour laquelle les principes 
dont il s^agit ont lieu par rapport au centre de gravité. En fixant donc 
à ce point l'origine des coordonnées x, y, z^ x\... des équations (Z) 
du numéro précédent, elles subsisteront toujours; d'où il résulte que 
le plan passant constamment par ce centre, et relativement auquel la 

fonction im ^ ^^t^ ^ ^^^ ^^ maximum, reste toujours parallèle à 

lui-même pendant le mouvement du système, et que la même fonction 
relative a tout autre plan qui lui est pei*pendiculaire est nulle. 

Les principes de la conservation des aires et des forces vives peuvent 
se réduire à des relations entre les coordonnées des distances mutuelles 
des corps du système. En efiet, l'origine des x^ des y et des % éttnt 
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toujours supposée au centre de gravité, les équations (Z) du numéro 
précédent peuvent être mises sous la forme 

at 



c'im - - 2 mm 



, ix'-x': (dz' -dz)- [ z' - 5 • dx' - dx 



dt 



.X X ,(r'-r){dz' -dz'^-'z' -z)fdr'- dy^ 

dt 

On peut observer que les seconds membres de ces équations multipliées 
par dt expriment la somme des projections des aires élémentaires tra- 
cées par chaque droite qui joint deux corps du système, dont Tun est 
supposé se mouvoir autour de l'autre considéré comme immobile, 
chaque aire étant multipliée par le produit des deux masses que joint 
la droite. 

Si Ton applique aux équations précédentes Tanalyse du n^ 21, on 
verra que le plan passant constamment par l'un quelconque des corps 
du système, et relativement auquel la fonction 

-, , 'x'-x\ [dr' - dy) - ir'--r' dx- dx' 

dt 

est un maximum, reste toujours parallèle à lui-même dans le mouve- 
ment du système , et que ce plan est parallèle au plan passant par le 

centre de gravité, et relativement auquel la fonction Im ^ ^lu ^ — 

est un maximum. On verra encore que les seconds membres des équa- 
tions précédentes sont nuls relativement à tout plan passant par le 
même corps et perpendiculaire au plan dont il s*agit. 
L'équation (Q) du n^ 19 peut être mise sous la forme 

« ,[dx'-dxY-^[df—drY-^\dz'—dz\^ ^ ^ ^ r rf, w 

1 mm ^ ^ ^ -^ , -^ ' ^ — consl. - zlm.lfmm'FdJ, 

équation relative aux seules coordonnées des distances mutuelles des 
corps, et dans laquelle le premier membre exprime la somme des car- 
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ré3 des vitesses relatives des corps du système les uns autour des autres, 
en les considérant deux à deux, et en supposant Tun des deux immo- 
bile, chaque carré étant multiplié par le produit des deux masses que 
Ton considère. 

23. Reprenons féquation (R) du n^ 19; en la diflerentiant par rap- 
port à la caractéristique S, on aura 

Imvd^ :lm{P6x : Qir-, Riz : 

Téquation P) du n^ 18 devient ainsi 

Soient ds Télément de la courbe décrite par m, ds Télément de la courbe 
décrite par m\ . . . ; on aura 

S?dt : . A, i''rf/ - : A, ... , 



d$ y^ dx^ -r dy^ — dz*,. . ., 

d*où Ton tirera, en suivant Tanalvse du n^ 8, 

V j>/ ^ ^ V jdxdx-' droy- dzoz 
lnii{vds : - Imd ~,jt ' 

« 

En intégrant par rapport à la caractéristique différentielle </, et en éten- 
dant les intégrales aux courbes entières décrites par les corps m,m\..., 
on aura 

„ ^ ,, , • dxix-^ drir— dziz 
Idjmvds consX.Z m dt~~ " ' 

les variations &r, fy, Ss, . . . étant, ainsi que U constante du second 
membre de cette équation , relatives aux points extrêmes des courbes 

décrites par m, m\ 

Il suit de là que, si ces points sont supposés invariables, on a 

o-~Hfmvdsy 
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c'est-à-dire que la fonction Ifmvds est un minimum. C'est en cela que 
consiste le principe de la moindre action, dans le mouvement d'un sys- 
tème de corps, principe qui, comme l'on voit, n'est qu'un résultat ma- 
thématique des lois primordiales de l'équilibre et du mouvement de la 
matière. On voit en même temps que ce principe, combiné avec celui 
des forces vives, donne l'équation (P) du n*^ 18, qui renferme tout ce 
qui est nécessaire à la détermination des mouvements du système. Enfin 
on voit, par le n^ 22, que ce principe a lieu encore quand l'origine des 
coordonnées est. mobile, pourvu que son mouvement soit rectiligne et 
uniforme, et que le système soit libre. 



OEuvret de L, — I. 



lo 
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CHAPITRE VI. 

DES LOIS DU MOUVEMENT d'uN SYSTÈME DE CORPS» DANS TOUTES LES RELATIONS 
MATHÉMATIQUEMENT POSSIBLES ENTRE LA FORCE ET LA VITESSE. 



24. Nous avons observé, dans le n^ 5, qu'il y a une infinité de ma- 
nières d'exprimer la force par la vitesse, qui n'impliquent point con- 
tradiction. La plus simple de toutes est celle de la force proportionnelle 
à la vitesse, et nous avons vu qu'elle est la loi de la nature. C'est d'après 
cette loi que nous avons exposé, dans le Chapitre précédent, les équa- 
tions différentielles du mouvement d'un système de corps; mais il est 
facile d'étendre l'analyse dont nous avons fait usage à toutes les lois ma- 
thématiquement possibles entre la vitesse et la force, et de présenter 
ainsi, sous un nouveau point de vue, les principes généraux du mouve- 
ment. Pour cela, supposons que, F étant la force et f' la vitesse, on ait 
F = 9(ç'), (f{v) étant une fonction quelconque de v; désignons par ç'(f') 
la différence de ff{{^) divisée par d^^. Les dénominations des numéros 
précédents subsistant toujours, le corps m sera animé, parallèlement 

k l'axe des a?, de la force <f(y)-i-' Dans l'instant suivant, cette fçrce 
deviendra 

, .dx ,(, sdx\ ^dx ,/9[v] dx\ 

parce que ^ =v. Maintenant, P, Q, R étant les forces qui animent 

le corps m parallèlement aux axes des coordonnées, le système sera, 
par le n^ 18, en équilibre en vertu de ces forces et des différentielles 
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4w ^y 4w ^)' 4w ^)' p"««« ^^«« «^^ «'««« ««»"^''«' 

on aura donc, au lieu de Téquation (P) du même numéro, celle-ci 

nt* /zv* /k" 

qui n'en diffère qu'en ce que tt-» dr' ^t y s^i^t multipliés par la fonc- 
tion ^-^j qui, dans le cas de la force proportionnelle à la vitesse, peut 

être supposée égale à Tunité. Mais cette différence rend trës-dif&cile la 
solution des problèmes de Mécanique. Cependant on peut tirer de l'é- 
quation (S) des principes analogues à ceux de la conservation des forces 
vives, des aires et du centre de gravité; 
Si l'on change ho en dx, ^y en dy, ^z en dz, etc., on aura 

et par conséquent 

lfmvdv(f'{v) :-consl. -h2/m(P(/r-+-Qrf/-i- Rrfz). 

En supposant 1 m{l? dx -h Qdy -h ^dz) une différentielle exacte égale 
k d'k^ on aura 

T) lfmvdvf'[v) = const. -h >, 



• i > 



équation analogue à l'équation (R) du n^ 19, et qui se change en elle 
dans le cas de la nature, où <f'[v) = i. Le principe de la conservation 
des forces vives a donc lieu dans toutes les lois mathématiquement pos- 
sibles entre la force et la vitesse, pourvu que l'on entende ip^r force 
vive d'un corps le produit de sa masse par le double de l'intégrale de sa 
vitesse multipliée par la différentielle de la fonction de la vitesse qui 
exprime la force. 
Si l'on fait, dans l'équation (S), 

ix'=zix'i-ix',, iy' = iy -i- fy\ , dz' .:=: iz -î- dz', , 3jc"=r iar^- d<,. . ., 

lO. 
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on aura, en égalant séparément à zéro les coefficients de hx, fy, fiz, 

Ces trois équations sont analogues à celles du n^ 20, d*où nous avons 
conclu la conservation du mouvement du centre de gravité, dans le cas 
de la nature, lorsque le système n'est assujetti à d'autres forces qu'à 
l'action et à l'attraction mutuelle des corps du système. Dans ce cas, 
ImV, 2/nQ, 2mR sont nuls, et l'on a 

consl. = 2 m -î- -^ — -? consl. — 2m St -^-^ — ? consl. ^Sm-TT- 



rf/ v^ * dt V ' dt V 

m-^ ?^ est égal à '^?(^)^» ^t cette dernière quantité est la force 

finie du corps décomposée parallèlement à l'axe des x^ la force d'un 
corps étant le produit de sa masse par la fonction de la vitesse qui ex- 
prime la force. Ainsi la somme des forces finies du système, décompo- 
sées parallèlement à un axe quelconque, est alors constante, quel que 
soit le rapport de la force à la vitesse ; et ce qui distingue l'état du 
mouvement de celui du repos est que, dans ce dernier état, cette même 
somme est nulle. Ces résultats sont communs à toutes les lois mathé- 
matiquement possibles entre la force et la vitesse; mais ce n'est que 
dans la loi de la nature que le centre de gravité se meut d'un mouve- 
ment rectiligne et uniforme. 
Supposons encore, dans l'équation (S), 

T X ' 

la variation ho disparaîtra des variations des distances mutuelles/,/',... 
des corps du système, et des forces qui dépendent de ces quantités. Si le 
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système est libre d'obstacles étrangers, on aura, en égalant à zéro le 
coefficient de &r, 

d'où l'on tire, en intégrant, 
On aura pareillement 

c "Im -Tz -^-^—^ -\-2éjm[Vz —Rx)dt, 

c':-2m rJl^l^r 9M + IfmiQz - R^) dt, 

Cy C, d' étant des constantes arbitraires. 

Si le système n'est soumis qu'à l'action mutuelle de ses parties, on a, 
par le n^ 21 , 

2m{Pjr — Q^)--o, 2m(P2 — Rx)— o, 2m(Q2 — R^) = o; 

d'ailleurs, ^{^-^ ^y^) ^"^-^ ^^^ J® moment de la force finie dont 

le corps m est animé, décomposée parallèlement au plan des x et des j, 
pour faire tourner le système autour de Taxe des z; l'intégrale finie 

- xdr—rdx o(v) 
dt V 

est donc la somme des moments de toutes les forces finies des corps du 
système, pour le faire tourner autour du même axe; cette somme est 
par conséquent constante. Elle est nulle dans l'état d'équilibre; il y a 
donc ici la même différence entre ces deux états que relativement à la 
somme des forces parallèles à un axe quelconque. Dans la loi de la na- 
ture, cette propriété indique que la somme des aires, décrites autour 
d'un point fixe par les projections des rayons vecteurs des corps, est 
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toifjiHirs la même en temps égal ; mais cette constance des aires décrites 
u a point lieu dans d'autres lois. 
Si Ton différentie par rapport à la caractéristique i la fonction 

)Lpn<f{i^)ds, on aura 

6 if m (f[i^]ds — I>fm 9 ( v] ids h- IJmiv (^'[v] ds; 

mais on a 

^ , dxSdx -^- drddr-^ dzddz i /dx ,^ dr .* dz »> \ 

i,is . z^-. = - ( j- di^ + ^ rfar-H ^ dizy, 

on aura donc, en intégrant par parties, 

-i-lfnidi'<^'[v]ds. 

Les points extrêmes des courbes décrites par les corps du système étant 
supposés fixes, le terme hors du signe / disparait dans cette équation ; 
on aura donc, en Tcrtu de Téquation (S), 

dlfm t^ ids = 2/mdi'9' i»; ds - 2/mrf/' Pdx -i- Qdy ^ R3r;. 

Mais Féquation (T), difierentiée par rapport à S, donne 

1/miv 9'{v; A = lfmdi[Vix -^ Q*r-H R3s) ; 

on a donc 

o ^=iltj'm<^ v' ds. 

Cette équation répond au principe de la moindre action dans la loi de 
la nature, mf (v) est la force entière du corps m; ainsi ce principe re- 
vient k ce que la somme des intégrales des forces finies des corps du 
système, multipliées respectivement par les éléments de leurs direc- 
tionSt est un minimum : présenté de cette manière^ il ocuiTient à toutes 
las lois mathématiquement possibles entre la force et la vitesse. Dans 
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Vétat de l'équilibre, la somme des forces multipliées par les éléments 
de leurs directions est nulle, en vertu du principe des vitesses vir- 
tuelles; ce qui distingue donc, à cet égard, Tétat d'équilibre de celui 
du mouvement, est que la même fonction différentielle, qui est nulle 
dans Tétat d'équilibre, donne, étant intégrée, un minimum dans l'état 
de mouvement. 
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CHAPITRE VIL 



DES MOUVEMENTS d'uN CORPS SOLIDE DE HGURE QUELCONQUE. 



25. Les équations différentielles des mouvements de translation et 
de rotation d'un corps solide peuvent se déduire facilement de celles 
que nous avons développées dans le Chapitre Y; mais leur importance 
dans la théorie du Système du monde nous engage à les développer 
avec étendue. 

Imaginons un corps solide dont toutes les parties soient sollicitées 
par des forces quelconques. Nommons a?, y^ z les coordonnées ortho- 
gonales de son centre de gravité; x -[-x'^ y-r-y^ z-^z' les coordon- 
nées d'une molécule quelconque dm du corps, en sorte que x\y\ z* 
soient les coordonnées de cette molécule, rapportées au centre de gra- 
vité du corps. Soient de plus P, Q, R les forces qui sollicitent la molé- 
cule parallèlement aux axes des a?, des j^ et des z. Les forces détruites 
à chaque instant dans la nolécule dm^ parallèlement à ces axes, seront, 
par le n^ 18, en considérant l'élément dt du temps comme constant, 

j: ""^ -+■ rdtam, 

at 

-%- dm H- Rdtdm, 

Il faut donc que toutes les molécules animées de forces semblables se 
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tassent mutuellement équilibre. On a vu dans le n® 15 que, pour cela, 
il est nécessaire que la somme des forces parallèles au même axe soit 
nulle, ce qui donne les trois équations suivantes 

S — —jj^ dm — SPrfm, 

S — • , — = — dm — SQdm^ 
S -TT^ rfm— SRrfm, 

la lettre S étant ici un signe intégral, relatif à la molécule dm, et qui 
doit s'étendre à la masse entière du corps. Les variables x, y, z sont 
les mêmes pour toutes les molécules; on peut donc les faire sortir hors 
du signe S; ainsi, en désignant par m la masse du corps, on aura 

Sj^rf'w-^'Wrfjfr' ^'di^'^'^^'^'Si^' ^rf^^'^'^'^rfTi^' 
On a de plus, par la nature du centre de gravité, 

partant 

S-^^rfm — G, S-jj^ dm = o, S-j^dm = o, 



On aura donc 



m^-^ =SPc//n, 



(A) ^ni^=SQdm, 

dt^ 

Ces trois équations déterminent le mouvement du centre de gravité du 
corps; elles répondent aux équations du n^ 20, relatives au mouvement 
du centre de gravité d'un système de corps. 

On a vu, dans le n^ 15, que, pour l'équilibre d'un corps solide» la 

Œmvret de L, ^ l, II 
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somme des forces parallèles a Taxe des x, multipliées respectivement 
par leurs distances à Taxe des z, moins la somme des forces parallèles 
à Taxe des y, multipliées par leurs distances à Taxe des z^ est égale à 
zéro; on aura ainsi 



Or on a 

S [xd^y — yd^x] dm ~- m[xd^x — yd^x] ; 

on a pareillement 

S [Qx — Vy) dm ---. x,SQdm —y,SVdm; 

enfin on a 

S {x'd^y-\- xd^y' — yd^x —yd^x')dm 

= d^y.Sx'dm — d^x.Sy'dm'\-x,Sd^y'dm—y.Sd^x'dm; 

et, par la nature du centre de gravité, chacun des termes du second 
membre de cette équation est nul; l'équation (i) deviendra donc, en 
vertu des équations (A), 

en intégrant cette équation par rapport au temps /, on aura 

S '^J!:L:-t^I^ dm .-= S/(Qx' - P/ ' ) dtdm, 

le signe intégral / se rapportant au temps t. 
De là il est facile de conclure que, si l'on fait 

Sf{Qx'-Vx')dtdm = îi, 
S/(Rx'-Pz')rf/rfm = N', 
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on aura les trois équations suivantes 

a x'dy' — r'dx' j -y 



(B) {s " ,^--rfmr.N', 



x'dz—z'dx' 
dt 



dt 

Ces trois équations renferment le principe de la conservation des aires ; 
elles suffisent pour déterminer le mouvement de rotation du corps au- 
tour de son centre de gravité; réunies aux équations (A), elles déter- 
minent complètement les mouvements de translation et de rotation du 
corps. 

Si le corps est assujetti à tourner autour d'un point fixe, il résulte 
du n^ 15 que les équations (B) suffisent pour cet objet; mais alors il 
faut fixer à ce point l'origine des coordonnées x\ y\ z\ 

26. Considérons particulièrement ces équations, en supposant cette 
origine fixe à un point quelconque, différent ou non du centre de gra- 
vité. Rapportons la position de chaque molécule à trois axes perpen- 
diculaires entre eux, fixes dans le corps, mais mobiles dans l'espace. 
Soit 6 l'inclinaison du plan formé par les deux premiers axes sur le 
plan des J7 et des y\ soit 9 l'angle formé par la ligne d'intersection de 
ces deux plans et par le premier axe; enfin, soit ^ l'angle que fait avec 
l'axe des y la projection du troisième axe sur le plan des x et des y. 
Nous nommerons axes principaux ces trois nouveaux axes, et nous 
désignerons par a?", y'\ z" les trois coordonnées de la molécule c&n, 
rapportées à ces axes. On aura, par le n^ 21 , 

x':=j:''(cos0sin4'Sin9 4-cos4'COS9] -H7"^cosôsin4'COs<p — cos^'sincp) -f-5"sin0 sinv|>, 
^•'=zx^(cos0cos4'sin(p — sinv|> COS9) +7''(cos0cosv|>cos9H- sin^» sincp) -hz"sinOcosv|>, 
%' r= z^'cosO — j^'sinO COS9 — x!' sind sincp. 

Au moyen de ces équations, on pourra développer les premiers mem- 

II. 
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bres des équations (B) en fonctions de 6, i|; et f et de leurs différen- 
tielles. Mais on simplifiera considérablement le calcul, en observant 
que la position des trois axes principaux dépend de trois arbitraires, 
que l'on peut toujours déterminer de manière à satisfaire aux trois 
équations 

S x'ydm ::^ o, S x"z''dm -^ o, S/'z^rf/n ^ o. 
Soit alors 

^yi^z''y]dm^k, ^ix^'^-^-z^^^dm-^B, ?^[af^-\-y'^]dm^C, 

et faisons, pour abréger, 

rf(p — d^ cosô -pdtf 

d^ sin 9 sin 9 — dO COS9 — q dt, 

d^ sind COS9 -i- dO 5109 = rdl. 

Les équations (B) se changeront, après toutes les réductions, dans les 
trois suivantes 

/ A9sindsin9 -f- Brsindcos9 — Cj!>cos6 ~ - \, 
;C) ' cos^J^f Vjcos0sin9-i-Brcos0cos9-4-Cj!>sin0) -hsinv|>(Brsin9 — Agcos9; — — \', 
[ cosij; (Brsin9 — \q COS9) — sin^» ( A j cos^ sin9 -h BrcosO COS9 + Cp sin &) = — N". 

Ces trois équations donnent, en les différentiant, et en supposant ^ = c» 
après les différentiations, ce qui revient à prendre l'axe des a/ infini- 
ment près de la ligne d'intersection du plan des x' et des y' avec celui 

des x" et des y", 

rf0cos0.(Brcos9-4- A^f sin9) -i-sin0.rf(Brcos9-f- A^f sin9) —d[Cpcos9) — — rfN, 

Jv|>(Brsin9 — A9COS9) — rf0sin0.(Brcos9 -+- A9sin9] 

-h cos9.d(Brcos(f -4- A9sin9] -\- d{Cpsïn9)=z — dK, 

rf(Brsin9 — A7COS9) — c/vj^cos0.(Brcos9 -h Agsin9) — Cpd^Sïn9 = — JN". 

Si Ton fait 

Cp~p\ kq — q\ Br—r\ 
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ces trois équations différentielles donnent les suivantes 

dp' + ?^ q'r'dt = rfN cosô - </N' sin 9, 
(D) ' </5f'-(-^f^r>'A = -(rfNsinO-i-rfN'cos9)sin<p-t-rfN"cos9, 
\ dr- + -^~ p'q'dt = -{dîi sin 9 + rfN' ces 6 ) ces <p - </N" sin o. 

Ces équations sont très -commodes pour déterminer le mouvement de 
rotation d*un corps, lorsqu'il tourne à fort peu près autour de l'un des 
axes principaux, ce qui est le cas des corps célestes. 

27. Les trois axes principaux auxquels nous venons de rapporter les 
angles 9, ^ et 9 méritent une attention particulière ; nous allons déter- 
miner leur position dans un solide quelconque. Les valeurs de x\y\ z' 
du numéro précédent donnent, par le n° 21 , les suivantes 

x''=:x'(cos0sinv|> sin9H-cos<j;cos(p) -h/'(cosOcos4' sincp — sin<j;cos<p) — s'sinô sino, 
r"— x' cos^sinij^coscp — cos^» sinç) -hj^'(cos0cos4'cos9-f-sin4' sin9i — z'sinôcoso, 
z" -- x' %\xi^ %\xi^ -f-T-'sin^cosij; -h z'cos^; 

d'où l'on tire 

a?"cos9 —y'* sin9 — a?'cos^|^ — - j'sin^j;, 

a/'sin9 -h j"cos9 =:x'cos0sin'^ -f-j^'cos^cosv}; — z'sinô. 

Soit 

Sx'x'dm.f, Sx'z'dm — g, Sy'z'dm — ft; 

on aura 

C0S9.8j:r^-''rfm — siïKf.Sx^'z" dm 
= a^ — ftî^ ) sin sin ^1^ cos v|> -h/sîn6(cos'^ — sin^^j/) H-cosÔfg-cost}; — Asinij/), 

sin 9 . ^x''z"dm 4- COS9 . iy^z^dm 
rz: sin cos 6 (a^ sin* ip H- 6» cos^ tp — c*-+- a/sin tj; costj;) H- (ces* © — sîn* 6) ^g" sin ip-i- A cos <j; ; . 



i) 
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En égalant à zéro les seconds membres de ces deux équations, on aura 



tangos Asin<^-/fCOS<{; 



,"~ * 



a*-* — b^^ sin»]/ cos'| -r-/, cos*^ — sin* + 

itancae- ^^*"'^ 'il^^P^-^^ 

^ ^ c^ — a^ sin*i{; — 6^» cos-»^}^ - 21/sinvI; cos^J^ 

mais on a 

tangd 



5lang2 0~ 



I — tang>6' 



en égalant ces deux valeurs de ^tang^O, et en substituant dans la der- 
nière, au lieu de tangO, sa valeur précédente en^; en faisant ensuite, 
pour abréger, tang'^=:w, on trouvera, après toutes les réductions, 
l'équation suivante du troisième degré 

Cette équation ayant au moins une racine réelle, on voit qu'il est tou- 
jours possible de rendre nulles à la fois les deux quantités 

• sin9 ,^x"z"dm -f cos<p.Sj''w''rfm, 

et par conséquent la somme de leurs carrés [?ix''z'dm-^-\-{%y'z''dmf^ 
ce qui exige que l'on ait séparément 

La valeur de u donne celle de l'angle ^, et par conséquent celle de 
tangO et de Tangle 6. Il reste maintenant à déterminer l'angle 9, ce 
que Ton fera au moyen de la condition Sx'ydm = o, qui reste à rem- 
plir. Pour cela, nous observerons que, si l'on substitue dans Sx^y^dm, 
au lieu de x'\ y'\ leurs valeurs précédentes, cette fonction deviendra 

de cette forme 

Hsin9.9 -h LCOS29, 

fi et L étant fonctions des angles d et ^ et des constantes a*, 6*, c*»/» 
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^, A; en égalant cette expression à zéro, on aura 

tang2<p=- -y|-. 

Les trois axes déterminés au moyen des valeurs précédentes de 0, ]; et 9 
satisfont aux trois équations 

S x"r''dm ==0, S a/'z^'âm = o, S/"s"rfm --^r. o. 

L'équation du troisième degré en u semble indiquer trois systèmes 
d'axes principaux semblables au précédent; mais on doit observer que 
u est la tangente de l'angle formé par l'axe des x et par l'intersection 
du plan des a/ et des y' avec celui des a/' et des y''; or il est clair que 
l'on peut changer les uns dans les autres les trois axes des a/\ des y" 
et des s", puisque les trois équations précédentes seront toujours satis- 
faites; l'équation en u doit donc également déterminer la tangente de 
Tangle formé par Taxe des af et par l'intersection du plan des x et 
des j', soit avec le plan des a/' et des y\ soit avec le plan des a?" et 
des z'\ soit enfin avec le plan des j" et des z". Ainsi les trois racines 
de l'équation en u sont réelles, et elles appartiennent à un même sys- 
tème d'axes. 

Il suit de là que généralement un solide n'a qu'un seul système 
d'axes qui jouissent de la propriété dont il s'agit. Ces axes ont été 
nommés axes principaux de rotation, à cause d'une propriété qui leur 
est particulière, et dont nous parlerons dans la suite. 

On nomme moment d'inertie d'un corps, relativement a un axe quel- 
conque, la somme des produits de chaque molécule du corps par le 
carré de sa distance à cet axe. Ainsi les quantités A, B, G sont les mo- 
ments d'inertie du solide que nous venons de considérer par rapport 
aux axes des x'\ des y et des z'\ Nommons présentement C le moment 
d'inertie du même solide par rapport à l'axe des z'; on trouvera, au 
moyen des valeurs de x' et de y' du numéro précédent, 

C'-- Asinaesin«9 -4- Bsin»Ôcos«9 4- Ccos«9. 
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Les quantités sin'Osin'ç, sin'6cos^9 et cos'6 sont les carrés des cosinus 
des angles que font les axes des ocf\ des j'' et des z" avec l'axe des V; 
d'où il suit en général que, si l'on multiplie le moment d'inertie relatif 
à chaque axe principal de rotation par le carré du cosinus de l'angle 
qu'il fait avec un axe quelconque, la somme de ces trois produits sera 
le moment d'inertie du solide relativement à ce dernier axe. 

La quantité G' est moindre que la plus grande des trois quantités A, 
B, G; elle est plus grande que la plus petite de ces trois quantités; le 
plus grand et le plus petit moment d'inertie appartiennent donc aux 
axes principaux. 

Soient X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité du solide, par 
rapport à l'origine des coordonnées, que nous fixons au point autour 
duquel le corps est assujetti a tourner, s'il n'est pas libre; a?'— X,y — Y 
et 5' — Z seront les coordonnées de la molécule dm du corps, relative- 
ment à son centre de gravité; le moment d'inertie, relatif à un axe pa- 
rallèle à l'axe des z' et passant par le centre de gravité, sera donc 

or on a, par la nature du centre de gravité, 

Sx'dm = mX, Sjr'dm — m Y; 

le moment précédent se réduit donc à 

On aura ainsi les moments d'inertie du solide, relativement aux axes 
qui passent par un point quelconque, lorsque ces moments seront con- 
nus par rapport aux axes qui passent par le centre de gravité. On voit 
en même temps que le plus petit de tous les moments d'inertie a lieu 
par rapport à Tun des trois axes principaux qui passent par ce centre. 
Supposons que, par la nature du corps, les deux moments d*inertie 
A et B soient égaux; on aura 

C' = Asin»6-hCcos»e; 
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en faisant donc 6 égal à l'angle droit, ce qui rend l'axe des z' perpen- 
diculaire \ celui des z'\ on aura C'= A. Les moments d'inertie relatifs 
,à tous les axes situés dans le plan perpendiculaire à l'axe des z" sont 
donc alors égaux entre eux. Mais il est facile de s'assurer que l'on a 
dans ce cas, pour le système de l'axe des z" et de deux axes quelcon- 
ques perpendiculaires entre eux et à cet axe, 

Sx'jr'dm — o, Sx'z'^dm = o, %y'z"dm == o ; 

car, en désignant par x" et y" les coordonnées d'une molécule dm du 
corps, rapportées aux deux axes principaux, pris dans le plan perpen- 
diculaire à l'axe des z'\ et par rapport auxquels les moments d'inertie 
sont supposés égaux, nous aurons 



S [x''^ -hz''^)dm=^S (/"a -h z"^ ) dm, 

OU simplement 

mais, en nommant e l'angle que l'axe des x' fait avec l'axe des œ'\ on a 

x' = x" cos e H- jr" sin e, 

j'~y cose — ar"sine; 
on a donc 

Sxydm = S<r"^'^- (cos^g — sin^e) -+- S(/"2 — ar'^î») rfm. sine cos e = o. 

On trouvera seml)lablement 

Sx'z^dm = o, Sy'z^dm = o ; 

tous les axes perpendiculaires à celui des z" sont donc alors des axes 
principaux, et, dans ce cas, le solide a une infinité d'axes semblables. 
Si Ton a à la fois A == B = C , on aura généralement C = A , c'est- 
à-dire que tous les moments d'inertie du solide sont égaux; mais alors 
on a généralement 

Sx'x'dm=^Of Sx*z'dm = o, S/'z'rfm = o, 

quelle que soit la position du plan des œ' et des j^', en sorte que tous 

OEwffétdt £. — I. 12 
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les axes sont des axes principaux. C'est le cas de la sphère : nous ver- 
rons dans la suite que cette propriété convient à une infinité d'autres 
solides dont nous donnerons l'équation générale. 

28. Les quantités/?, q^ r, que nous avons introduites dans les équa- 
tions (C) du n® 26, ont cela de remarquable, qu'elles déterminent la 
position de Taxe réel et instantané de rotation du corps, par rapport 
aux axes principaux. En effet, ort a, relativement aux points situés dans 
l'axe de rotation, 

dx' — o, dy' -^Oy dz' -o. 

En différentiant les valeurs de x\ y\ z du n® 26, et en faisant sin^}/ = o 
après les différentiations, ce qui est permis, puisque l'on peut fixera 
volonté la position de l'axe des x' sur le plan des x et des v', on aura 

dx' — x" [d^ cosQ s\ï\<^ — J9sin9) -\- y" d^ cosO Qosr^ — </(pcos9' -i- z'^d^smB - o, 

djr' - x" d(^ ÇQsO cos(^ — rf(?sinôsin(p — rf^'Cos^i 

-\- y" \d^ smc^ — do cosO s\n<^ — dO sxnB cosc^] -f- z"dBcosO ::=o, 

dz' — - - - x" dO cos^ sin9 -h dc^ sin COS9; -y"\dh cos^ COS9 — ^9 sinô sin9 — z"dB sin$ - o. 

Si l'on multiplie la première de ces équations par — sinç, la seconde 
par cosOcosç, et la troisième par — sinôcosç, on aura, en les ajoutant, 

o — paf — qz". 

Si l'on multiplie la première des mêmes équations par C0S9, la seconde 
par cos9sin9, et la troisième par — sin6sin9, on aura, en les ajoutant, 

o=py"-rz". 

Enfin, si l'on multiplie la seconde des mêmes équations par sinO, et 
la troisième par cosO, on aura, en les ajoutant, 

% 

o ^ziz qy" — r:r". 

Cette dernière équation résulte évidemment des deux précédentes; ainsi 
les trois équations dx' ^= o, dy' =^ o» dz =^ o se réduisent à ces deux 
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équations, qui sont à une ligne droite formant avec les axes des x\ 
des y" et des z" des angles dont les cosinus sont 



< — : 



^pi-^qi^r'à yjp'i-^q'i^r^ ^p2^q%^r^ 

Cette droite est donc en repos, et forme Taxe réel de rotation du corps. 
Pour avoir la vitesse de rotation du corps, considérons le point de 
l'axe des z" éloigné de l'origine des coordonnées d'une distance égale 
à l'unité. On aura ses vitesses parallèlement aux axes des^?', des j' et 
des z' en faisant x"=zo^ y =o^ z"=i dans les expressions précé- 
dentes de dx\ dy\ dz\ et en les divisant par dt^ ce qui donne, pour 
ces vitesses partielles, 

d'^ ' t. de ^ —de . ^ 



la vitesse entière du point dont il s'agit est donc ^ -^ — ^^^i 

ou v^* -1- r'^ . En divisant cette vitesse par la distance du point à l'axe 
instantané de rotation, on aura la vitesse angulaire de rotation du 
corps; or cette distance est évidemment égale au sinus de l'angle que 
l'axe réel de rotation fait avec l'axe des z'\ angle dont le cosinus est 

^ =; on aura donc \jp^-^q^^r^ pour la vitesse ansnilaire 

de rotation. 

On voit par là que, quel que soit le mouvement de rotation d'un 
corps autour d'un point fixe ou considéré comme tel, ce mouvement 
ne peut être qu'un mouvement de rotation autour d'un axe fixe pen- 
dant un instant, mais qui peut varier d'un instalit à l'autre. La position 
de cet axe par rapport aux trois axes principaux et la vitesse angu- 
laire de rotation dépendent des variables/?, 9, r, dont la détermination 
est très-importante dans ces recherches, et qui, exprimant des quan- 
tités indépendantes de la situation du plan des x' et des y\ sont elles- 
mêmes indépendantes de cette situation. 

12. 
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29. Déterminons ces variables en fonction du temps i, dans le cas où 
le corps n'est sollicité par aucune force extérieure. Pour cela, repre- 
nons les équations (D) du n° 26 entre les variables/?', q\ >', qui sont 
aux précédentes dans un rapport constant. Les différentielles rfN, rfN' 
et ^N'' sont alors nulles, et ces équations donnent, en les ajoutant en- 
semble, après les avoir multipliées respectivement par/?', q' et r\ 

o=p'dp'-hq'dq'-^r'dr\ 

et, en intégrant. 



k étant une constante arbitraire. 

Les équations (D), multipliées respectivement par AB/?', BCy' et 
ACr', et ensuite ajoutées, donnent, en intégrant leur somme, 

H étant une constante arbitraire : cette équation renferme le principe 
de la conservation des forces vives. On tirera de ces deux intégrales 

2- ACfrî»-H2-^ A{B-Clp'^ 



q^^ 



j'] 



r 2=^ 



C^A-B) 
C.A-B) ' 



ainsi Ton connaîtra q' et r' en fonction du temps /, lorsque p' sera dé- 
terminé. Or la première des équations (D) donne 

ABdp' 
partant 

dt = ABÇrf g: 



:=^ï 



v/[AC^2 _ H^ 4- A(B - C)p"^] [H^ - BCk^ - B^ A ~ C)/?'«] 

équation qui n'est intégi*able que dans Tun des trois cas suivants, 
B = A, B = C, A==C. 

La détermination des trois quantités /?', q\ r' renferme trois arbi- 
traires H% A', et celle qu'introduit l'intégration de l'équation différen- 
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tielle précédente. Mais ces quantités ne donnent que la position de l'axe 
instantané de rotation du corps sur sa surface ou relativemetit aux 
trois axes principaux, et sa vitesse angulaire de rotation. Pour avoir le 
mouvement réel du corps autour du point fixe, il faut connaître encore 
la position des axes principaux dans Tespacç, ce qui doit introduire 
trois nouvelles arbitraires relatives à la position primitive de ces axes, 
et ce qui exige trois nouvelles intégrales, qui, jointes aux précédentes, 
donnent la solution complète du problème. Les équations (G) du n'' 26 
renferment trois arbitraires N, N', N"; mais elles ne sont pas entière- 
ment distinctes des arbitraires H et k. En effet, si Ton ajoute ensemble 
les carrés des premiers membres des équations (G), on a 

ce qui donne 

Les constantes N, N', N" répondent aux constantes c, c\ c" du n** 21, 

et la fonction {tyjp'^ -f- q^ -i- r"^ exprime la somme des aires décrites 
pendant le temps / par les projections de chaque molécule dli corps 
sur le plan relativement auquel cette somme est un maximum. N' et N" 
sont nuls relativement à ce plan ; en égalant donc à zéro leurs valeurs 
trouvées dans le n^ 26, on aura 

o =3 Brsinf — Kq cosç, 

oi=i A^fcosOsincp -h Brcosôcosç 4- Cj!>sin0, 



d'où Ton tire 



cos6== 



sindsinf = -^ 



-q' 



slp'^-^q'^-^r'^ 
— r' 



sinôcosQ— - 

)Jp'^^q'^-^r'^ 

Au moyen de ces équations, on connaîtra les valeurs de 6 et de <p en 
fonction du temps, relativement au plan fixe que nous venons de consi- 
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dérer. II ne s'agit plus que de connaître l'angle ^, que Tintersection de 
ce plan et de celui des deux premiers axes principaux fait avec Taxe 
des x\ ce qui exige une nouvelle intégration. 
Les valeurs de çr et de r du n® 26 donnent 

c/'^ s'in'^O ^^rf/sinôsin9 -h rdtsïn6cos(ff 
d'où l'on tire 

or on a, par ce qui précède, 

H2 — ABd'2 

on aura donc 

Si l'on substitue, au lieu de dt, sa valeur trouvée ci-dessus, on aura la 
valeur de '} en fonction de p ; les trois angles 6, <p et ^ seront ainsi dé- 
terminés en fonction des variables p\ q\ r\ qui seront elles-mêmes dé- 
terminées en fonction du temps t. On connaîtra donc à un instant quel- 
conque les valeurs de ces angles par rapport au plan des x' et des y' 
que nous venons de considérer, et il sera facile, par les formules de la 
Trigonométrie sphérique, d'en conclure les valeurs des mêmes angles 
relatives à tout autre plan; ce qui introduira deux nouvelles arbitraires 
qui, réunies aux quatre précédentes, formeront les six arbitraires que 
doit renfermer la solution complète du problème que nous venons de 
traiter. Mais on voit que la considération du plan dont nous venons de 
parler simplifie ce problème. 

La position des trois axes principaux étant supposée connue sur la 
surface du corps, si l'on connaît à un instant quelconque la position 
de l'axe réel de rotation à cette surface et la vitesse angulaire de rota- 
tion, on aura à cet instant les valeurs de/?, q, r, puisque ces valeurs, 
divisées par la vitesse angulaire de rotation, expriment les cosinus des 
angles que l'axe réel de rotation forme avec les trois axes principaux ; 
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on aura donc les valeurs de/?', ^', r; or ces dernières valeurs sont pro- 
portionnelles aux sinus des angles que les trois axes principaux forment 
avec le plan des x et des y\ relativement auquel la somme des aires 
des projections des molécules du corps, multipliées respectivement par 
ces molécules, est un maximum ; on pourra donc alors déterminer à 
tous les instants Tintersection de la surface du corps par ce plan inva- 
riable, et par conséquent retrouver la position de ce plan par les con- 
ditions actuelles du mouvement du corps. 

Supposons que le mouvement de rotation du corps soit dû à une 
impulsion primitive qui ne passe point par son Centre de gravité. II 
résulte, de ce que nous avons démontré dans les n*^ 20 et 22, que le 
centre de gravité prendra le même mouvement que si cette impulsion 
lui était immédiatement appliquée, et que le corps prendra autour de 
ce centre le même mouvement de rotation que si ce centre était immo- 
bile. La somme des aires décrites autour de ce point par le rayon vec- 
teur de chaque molécule projetée sur un plan fixe, et multipliées res- 
pectivement par ces molécules, sera proportionnelle au moment de la 
force primitive projetée sur le même plan; or ce moment est le plus 
grand relativement au plan qui passe par sa direction et par le centre 
de gravité; ce plan est donc le plan invariable. Si l'on nomme/ la 
distance de l'impulsion primitive au centre de gravité, et (^ la vitesse 
qu'elle imprime à ce point, m étant la masse du corps, m/v sera le mo- 
ment de cette impulsion, et, en le multipliant par ^/, le produit sera 
égal à la somme des aires décrites pendant le temps/; mais cette 

somme , par ce qui précède , est - y/p^ h- q^ -h r^ ; on a donc 



Si l'on connait à l'origine du mouvement la position des axes princi- 
paux relativement au plan invariable, ou les angles 6 et <p,' on aura à 
cette origine les valeurs de/?', q' et r', et par conséquent celles de/?, 
ç, r; on aura donc à un instant quelconque les valeurs des mêmes 
quantités. 
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Cette théorie peut servir à expliquer le double mouvement de rota- 
tion et de révolution des planètes par une seule impulsion primitive. 
Supposons, en effet, qu'une planète soit une sphère homogène d*un 
rayon R, et qu'elle tourne autour du Soleil avec une vitesse angu- 
laire U; r étant supposé exprimer sa distance au Soleil, on aura 
r r= rU; de plus, si Ton conçoit que la planète se meut en vertu d'une 
impulsion primitive dont la direction a passé à la distance / de son 
centre, il est clair qu'elle tournera sur elle-même, autour d'un axe per- 
pendiculaire au plan invariable; en considérant donc cet axe comme 
le troisième axe prlticipal, on aura 9 — o, et par conséquent q' = o, 
r— o; on aura donc /?' — /yî/r, ou Cp — m/rU. Mais dans la sphère 
on a C— -?mR^ partant 

^ 5 r L 

ce qui donne la distance/ de la direction de l'impulsion primitive, au 
centre de la planète, qui satisfait au rapport observé entre la vitesse 
angulaire p de rotation et la vitesse angulaire U de révolution autour 

du Soleil. Relativement à la Terre, on a ^ — 366,25638; la parallaxe 

du Soleil donne ~ ~ o,oooo42665, et par conséquent/^ ttô^^» ^ ^^^^ 

peu près. 

Les planètes n'étant point homogènes, on peut les considérer ici 
comme étant formées de couches sphériques et concentriques, d'iné- 
gale densité. Soit p la densité d'une de ces couches dont le rayon est R» 
p étant fonction de R; on aura 

.. _ 2 m /pR* rfR 

m étant la masse entière de la planète, et les intégrales étant prises 
depuis R == o jusqu'à sa valeur à la surface; on aura ainsi 

2JI /pR^rf R 
•^~ 3 rU ' J'pK^dK 

Si, comme il est naturel de le supposer, les couches les plus voisines du 
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centre sont les plus denses, la fonction frfijn sera moindre que f R*; 
la valeur de/sera donc moindre que dans le cas de Thomogénéité. 

30. Déterminons présentement les oscillations du corps, dans le cas 
où il tourne à trës-peu près autour du troisième axe principal. On 
pourrait les déduire des intégrales auxquelles nous sommes par>'enus 
dans le numéro précédent; mais il est plus simple de les tirer directe^ 
ment des équations différentielles (D) du n'' 26. Le corps n'étant solli- 
cité par aucune force, ces équations deviennent, en y substituant au 
lieu de /?', q,\ r' leurs valeurs Cp, Aq et Br, 

dp H ,-— qrdl - - o, dq -f- --- — rp dt o, dr -\ ^-- pqdt -- o. 

Le solide étant supposé tourner à fort peu près autour de son troi- 
sième axe principal, ^ et r sont de très-petites quantités, dont nous 
négligerons les carrés et les produits; ce qui donne ^ = o, et par 
conséquent p constant. Si dans les deux autres équations on suppose 

q - "Msin'n/ -fy ;, r^ M' cos[nt -^ y), 

on aura 

M et Y étant deux constantes arbitraires. La vitesse angulaire de rota- 
tion sera \7>*H-y*-Hr*, ou simplement /?, en négligeant les carrés 
de y et de r; cette vitesse sera donc à très-peu près constante. Enfin 
le sinus de l'angle formé par Taxe réel de rotation et par le troisième 

axe principal sera -^ — - • 

Si à l'origine du mouvement on a y -_- o et r=:: o, c'est-à-dire si Taxe 
réel de rotation coïncide à cet instant avec le troisième axe principal, 
on aura M = o, M'= o; y et r seront donc toujours nuls, et l'axe de^ 
rotation coïncidera toujours avec le troisième axe principal ; d'où il suit 
que» si le corps commence à tourner autour d'un des axes principaux» 

Œuvres deL. — I. l3 
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il continuera de tourner uniformément autour du même axe. Cette pro- 
priété remarquable des axes principaux les a fait nommer axes princi- 
paux de rotation : elle leur convient exclusivement ; car, si Taxe réel 
de rotation est invariable à la surface du corps, on a ^ == o, dq^=iO^ 
dr-- o; les valeurs précédentes de ces quantités donnent ainsi 

B A C- B A C 

^ rqz-o, ^ rp::o, ^ pq -o. 

Dans le cas général où A, B, C sont inégaux, deux des trois quantités 
/?, q, r sont nulles en vertu de ces équations, ce qui suppose que l'axe 
réel de rotation coïncide avec Tun des axes principaux. 

Si deux des trois quantités A, B, C sont égales, par exemple si l'on a 
A r B, les trois équations précédentes se réduisent à celles-ci 



rp o, pq o 



f 



et Ton peut y satisfaire par la supposition seule de p égal à zéro. L'axe 
de rotation est alors dans un plan perpendiculaire au troisième axe 
principal; mais on a vu (n^27) que tous les axes situés dans ce plan 
sont des axes principaux. 

Enfin, si Ton a à la fois A ■■■■■- B C, les trois équations précédentes 
seront satisfaites, quels que soient p, q, r; mais alors, par le n^ 27, 
tous les axes du corps sout des axes principaux. 

Il suit de là que les seuls axes principaux ont la propriété d'être des 
axes invariables de rotation; mais ils n'en jouissent pas tous de la 
même manière. Le mouvement de rotation autour de celui dont le 
moment d'inertie est entre les moments d'inertie des deux autres axe3 
peut être troublé d'une manière sensible par la cause la plus légère, 
en sorte qu'il n'y a point de stabilité dans ce mouvement. 

On nomme état stable d'un système de corps un état tel que le sys- 
tème» lorsqu'il en est infmiment peu dérangé, ne puisse s'en écarter 
qu'infiniment peu , en faisant des oscillations continuelles autour de 
cet état. Concevons, cela posé, que l'axe réel de rotation s'éloigne infi- 
niment peu du troisième axe principal ; dans ce cas» les constantes M 
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et M' sont infiniment petites; et, si n est une quantité réelle» les va- 
leurs de ^ et de r resteront toujours infiniment petites, et l'axe réel 
de rotation ne fera jamais que des excursions du même ordre autour 
du troisième axe principal. Mais, si n était imaginaire, sin(n/-hY) 
et cos(/i/ + y) se changeraient en exponentielles; les expressions de q 
et de r pourraient donc alors augmenter indéfiniment, et cesser enfin 
d'^étre irifiniment petites; il n'y aurait donc point de stabilité dans le 
mouvement de rotation du corps autour du troisième axe principal. La 
valeur de n est réelle, si C est la plus grande ou la plus petite des trois 
quantités A, B, C; car alors le produit (C — A*)(C — B) est positif; 
mais ce produit est négatif, si C est entre A et B, et dans ce cas n est 
imaginaire; ainsi le mouvement de rotation est stable autour des deux 
axes principaux dont les moments d'inertie sont le plus grand et le plus 
petit; il ne l'est pas autour de l'autre axe principal. 

Maintenant, pour déterminer la position des axes principaux dans 
l'espace, nous supposerons le troisième axe principal à fort peu près 
perpendiculaire au plan des x' et des y\ en sorte que soit une quan- 
tité très-petite dont nous négligerons le carré. Nous aurons, par le 
n^26, 

ce qui donne, en intégrant, 

e étant une constante arbitraire. Si l'on fait ensuite 

sin6 sin<p = s, sind COS9 - - m, 

les valeurs de ^ et de r du n"" 26 donneront, en éliminant d^f 



et en intégrant. 



ds du 



AM 

5—6 sin(/?/-r->) -- 7, - sin{n/-f-y), 

M — 6cos(/>/-hX) — -^ cos(/i/-i-y), 



i3. 
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% et A éUint deux nouvelles arbitraires : le problème est ainsi complè- 
tement résolu, puisque les valeurs de x et de u donnent les angles 6 
et o en fonction du temps, et que ^ est déterminé en fonction de 9 et 
de /. Si ê est nul, le plan des x et des y devient le plan invariable 
auquel nous avons rapporté, dans le numéro précédent, les angles 0, f 
et V. 

31 . Si le solide est libre, Tanalyse des numéros précédents donnera 
son mouvement autour de son centre de gravité; si le solide est forcé 
de se mouvoir autour d*un point fixe, elle fera connaître son mouve- 
ment autour de ce point. Il nous reste à* considérer le mouvement d'un 
solide assujetti à se mouvoir autour d*un axe fixe. 

Concevons que x' soit cet axe, que nous supposerons horizontal : 
dans ce cas, la dernière des équations (B) du n^ 25 suffira pour déter- 
miner le mouvement du corps. Supposons, de plus, que Taxe des j^' soit 
horizontal, et qu'ainsi Taxe des z' soit vertical et dirigé vers le centre 
de la Terre; supposons enfin que le plan qui passe par les axes des j^' 
et des z' passe par le centre de gravité du corps, et imaginons un axe 
passant constamment par ce centre et par Torigine des coordonnées. 
Soit 9 Tangle que ce nouvel axe fait avec celui des z'\ si l'on nomme y^ 
et z" les coordonnées rapportées à ce nouvel axe, on aura 



/ --/"cos^-:- 3"sin9, z' 2''cosô— j^sinô, 



d'où l'on tire 



^ r'dz' - z'dr' j do ^, , „^ -.. 



S dm {y"* f- 5"*) est le moment d'inertie du corps relativement a l'axe 

des x' : soit C ce moment. h\ dernière des équations (B) du n^ 25 

donnera 

^d^e . rfN" 

KuppoKoiis que le corps ne suit sollicité que par l'action de la pesan- 
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leur; les valeurs de P et de Q du n** 25 seront nulles, et R sera con- 
stant, ce qui donne 

-J -SR/'rfm --Rcos0.Sr"ûf/n^Rsin0.Sy'rfm. 

L'axe des z" passant par le centre de gravité du corps, on a ^y"dm-r.o\ 
de plus, si Ton nomme h la distance du centre de gravité du corps à 
Taxe de x\ on aura ^z"dm — mh, m étant la masse entière du corps; 

on aura donc 

rfN" 



dt 



mARsind, 



et par conséquent 



d^Q -mARsinô 
dt^ " C 



Considérons présentement un second corps, dont toutes les parties 
soient réunies dans un seul point, éloigné de la distance / de Taxp 
des x; on aura, relativement à ce corps, C -- m7^, rn! étant sa masse; 
de plus, h sera égal à /; partant 

d^Q -R . . 

Ces deux corps auront donc exactement le même mouvement d'oscil- 
lation, si leur vitesse initiale angulaire, lorsque leurs centres de gravité 

sont dans la verticale, est la même, et si Ton a /= —r- Lç second corps 

dont nous venons de parler est le pendule simple dont on a considéré 
les oscillations dans le n^ il; on peut donc toujours assigner, par cette 
formule, la longueur / du pendule simple dont les oscillations sont iso- 
chrones à celles du solide que nous considérons ici, et qui forme un 
pendule composé. C'est ainsi que l'on a déterminé la longueur du pen- 
dule simple qui bat les secondes, par des observations faites sur les 
pendules composés. 
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CHAPITRE VIIÏ. 



DU MOrVEMENT DES FLUIDES. 



32. Nous ferons dépendre les lois du mouvement des fluides de celles 
de leur équilibre, de même que, dans le Chapitre Y, nous avons déduit 
les lois du mouvement d'un système de corps de celles de Téquilibre 
de ôe système. Reprenons donc Téquation générale de l'équilibre des 
fluides, donnéç dans le n^ 17, 

ip :p(Pôx Qdx -Râs), 

la caractéristique B ne se rapportant qu'aux coordonnées x, y^ z de la 
molécule, et n'étant point relative au temps /. Lorsque le fluide est en 
mouvement, les forces en vertu desquelles ses molécules seraient en 
équilibre sont, par le n^ 18, en supposant dt constant, 

d^x d^r d^z^ 

il faut donc substituer ces forces, au lieu de P, Q, R, dans l'équa- 
tion précédente de l'équilibre. En désignant par ^Y la variation 
P8a? -hQSy-hRSs, que nous supposerons exacte, on aura 

cette équation équivaut à trois équations distinctes, puisque, les varia- 
tions hc^ Sy, ^z étant indépendantes, on peut égaler séparément à zéro 
leurs coefficients. 
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' Les coordonnées x^ y^ z sont fonctions des coordonnées primitives et 
du temps /; soient a, b^ c ces coordonnées primitives; on aura 



^ dx ^ dx ^. àx ^ 



ir ^ /^ 3« -+- ^ 5t ^- -/^ 3c, 
•^ da ùb de 



^ âz ^ âz ^, dz ^ 
iz — - da n- ,. 00 -\- - oc. 
da ôb Oc 



En substituant ces valeurs dans l'équation (F), on pourra égaler sépa- 
rément à zéro les coefficients de ^, ^b, Se, ce qui donnera trois équa- 
tions à différences partielles entre les trois coordonnées œ, y, z de la 
molécule, ses coordonnées primitives a, b, c, et le temps t. 

Il nous reste a remplir les conditions de la continuité du fluide. Pour 
delà, considérons à l'origine du mouvement un parallélépipède fluide 
rectangle, dont les trois dimensions soient da, db, de. En désignant 
par (p) la densité primitive de cette molécule, sa masse sera {^)dadbdc. 
Nommons (A) ce parallélépipède : il est aisé de voir qu'après le temps / 
il se changera dans un parallélépipède obliquangle ; car toutes les mo- 
lécules situées primitivement sur une face (fuelconque du parallélépi- 
pède (A) seront encore dans un même plan, du moins en négligeant 
les infiniment petits du second ordre : toutes les molécules situées sur 
les arêtes parallèles de (A) se trouveront sur de petites droites égales 
et parallèles entre elles. Nommons (B) ce nouveau parallélépipède, et 
concevons que par les extrémités de l'arête formée par les molécules 
qui, dans le parallélépipède (A), composaient l'arête de, on mène deux 
plans parallèles à celui des x et des y. En prolongeant les arêtes de (B) 
jusqu'à la rencontre de ces deux plans, on aura un nouveau parallélé- 
pipède (G), compris entre eux et égal à (B); car il est clair qu'autant 
Tun des deux plans retranche du parallélépipède (B), autant l'autre lui 
ajoute. Le parallélépipède (G) aura ses deux bases parallèles au plan 
des X et des y : sa hauteur comprise entre ses bases sera évidemment 



^ 
t 



toi MÉCANIQUE CÉLESTE. 

égale a la différence de 2, prise en n'y faisant varier que c; ce qui 

donne ~ de pour cette hauteur. 

On aura sa base, en observant qu'elle est égale à la section de (B; 
par un plan parallèle à celui des x et des j^; nommons [i] cette section. 
Par rapport aux molécules dont elle sera formée, la valeur de z sera la 
même, et Ton aura 

i'*t -m " "^ fi ff ^ m 

o -- — -da . --T do ■ -T- de, 
ôa 00 oc 

Soient ^p et ^ deux côtés contigus de la section u » dont le premier 
soit formé par des molécules de la face dbde du parallélépipède 'A;, 
et dont le second soit formé par des molécules de sa face dadc. Si par 
les extrémités du côté S/? on imagine deux droites parallèles à Taxe 
des X, et que l'on prolonge le côté du parallélogramme s), parallèle 
à 55/?, jusqu'à la rencontre de ces droites, elles intercepteront entre 
elles un nouveau parallélogramme a égal à £ .et dont la base sera 
parallèle à l'axe des x. Le côté ^p étant formé par des molécules de la 
face dbdc, relativement auxquelles la valeur de :; est la même, il est 
aisé de voir que la hauteur du parallélogramme \\) est la différence 
de y, en supposant a, 2 et / constants, ce qui donne 

00 de 



d'où l'on tire 






âr dz ây ()z 

• • 

, ôh <)c àc ôh ,, 
dy. —- db; 

âc 



c'est l'expression de la hauteur du parallélogramme [X' . Sa base est 
égale à la section de ce parallélogramme par un plan parallèle à Taxe 
des x; cette section est formée par des molécules du parallélépi- 
pède (A) par rapport auxquelles z et y sont constants; sa longueur est 
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donc égale à la différentielle de x^ prise en supposant z^ y et t con- 
stants, ce qui donne les trois équations 

, dx j dx '„ dx j 
dx =^ -T- da -{- -TT do -^ -T- dCf 
da do de 

m 

o=^da-^-^db-h^dc, 
da do de 



dz J dz ,, dz J 
ôa 00 oc 



Soit» pour abréger. 



^ dx djr dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz 
da d6 de da de db db de da db da de de da db de db da 



on aura 

, èda 

or = 



dy dz dy dz ' 
db de de db 



c'est l'expression de la base du parallélogramme (>.); la surface de ce 
parallélogramme sera donc —^ Cette quantité exprime encore la 

dz 

surface du parallélogramme (e); en la multipliant par -^àc^ on aura 

èdadbdc pour le volume des parallélépipèdes (G) et (B). Soit p la den- 
sité du parallélépipède (Â) après le temps t; on aura f&dadbdc pour 
sa masse; en l'égalant à sa masse primitive {f)dadbdc^ on aura 

(G) p€=(p), 

pour l'équatioa relative à la continuité du fluide. 
• 
33. On peut donner aux équations (F) et (G) une autre forme d'un 
usage plus commode dans quelques circonstances. Soient u,ç et w les 
vitesses, d'une molécule fluide, parallèlement aux axes des x^ des y et 
des z ; on aura 

dx dr dz 

â7="' d/="' di-=«'- 

■ 

Œwrrei de L. — 1. l4 
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Dîiférentions ces équations, en regardant u^çeiw comme fonctions des 
coordonnées x, y, z de la molécule» et' du temps t\ nous aurons 



ô^x du du du du 

—-- T- h//-T— -hf-T ^-iV-T- 

dt' dt dx dy dz 

m 

d^y dv dv dv dv 

dt^ dt dx dy dz 

d'^z d\v dw div div 

u -r ^ V -T h «' 



dt^ dt dx dy dz 

L'équation (F) du numéro précédent deviendra ainsi 

*wr ip ^ (du du du du \ 

> dt dx dy dz / 

„v I ^ l'dv di' dv dv V 

I ^ \dt dx dy dz I 

^ /diV diV du* dw\ 

A dt dx dy dz I 

Pour avoir Téquation relative à la continuité du fluide» concevons que, 
dans la valeur de 6 du numéro précédent, a» b, c soient égaux à :r, v» z, 
et que a?, y, z soient égaux k x-h udt, y -\- vdt^ z h- wàl^ ce qui re- 
vient à prendre les coordonnées primitives a» b^ c infiniment près de 
x^ y, z; on aura 

Téquation (G) devient 



, /du di' r)«'\ , 



Si l'on considère p comme fonction de x, v, z et de /, on a 
l'équation précédente se change ainsi dans la suivante 

dû d,pu ().or d.piv 
dt dx ôy ôz ' 
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c'est l'équation relative à la continuité du fluide, et il est aisé de voir 
qutelle est la différentielle de l'équation (G) du numéro précédent, 
prise par rapport au temps /. 

L'équation (H) est susceptible d'intégration dans un cas fort étendu, 
savoir, lorsque u^ -\- v^y -i- w^z est une variation exacte de a?, y, 2; 
p étant d'ailleurs une fonction quelconque de la pression p. Soit alors 
^9 cette variation; l'équation (H) donne 

'•v-^4-*'[(S)'-(|)"-(§)'} 

d'où l'on tire, en intégrant par rapport à S, 

Il faudrait ajouter à cette intégrale une constante arbitraire, fonction 
de /; mais cette constante peut ^tre censée renfermée dans la fonction 9. 
Cette dernière fonction donne la vitesse des molécules fluides, parallè- 
lement aux axes des a?, des y et des z ; car on a 

do do do 

U=-r^9 V=-i-, (V~--X. 

ox ojr ôz 

L'équation (K) relative à la continuité du fluide devient 

~ di dxdx dy dy dz dz ^\dx^ "^ dy'^ dz^ )' 

ainsi Ton a relativement aux fluides homogènes 



o 



(ja^ ()«9 ()*9 



dx^ dy^ dz'^ 



On peut observer que la fonction u^ -^ i^iy -+- wiz est une variation 
exacte de x, y^ zk tous les instants, si elle l'est à un seul rnstant. Sup- 
posons, en effet, qu'à un instant quelconque elle soit égale à ^; dans 
l'instant suivant, elle sera 

jJàu ^ dv ^ ^^ %\ 

•4. 



\ 
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elle sera donc encore, à ce nouvel instant, une variation exacte, si 
^&r H- 37 ^J -H -Â7^^ ^st une variation exacte au premier instant;' or 
l'équation (H) donne à cet instant 



du ^ dv 



^r*>='y-'i-iim'-mHm 



le premier membre de cette équation est par conséquent une variation 
exacte en œ, y^ z; ainsi la fonction u^x -\^ v%y -h w^z est une varia- 
tion exacte dans l'instant suivant, si elle Test dans un instant; elle est 
donc alors une variation exacte à tous les instants. 

Lorsque les mouvements sont trës-petits, on peut négliger les carrés 
et les produits de u, v et w\ l'équation (H) devient alors 

^-, ^p du ^ dv ^ dw ^ 

ainsi, dans ce cas, utx -\- s^^iy -\- iv^z est une variation exacte, si, 
comme nous le supposons, p est fonction de p; en nommant donc en- 
core 8<p cette différence, on aura 



J P ~ àt 



et, si le fluide est homogène, l'équation de continuité deviendra 

ô^o d^o d^o 

O m 1- -+-■ 1- -A 1- . 

ùx'^ ôy'^ ôz'* 

Ces deux équations renferment toute la théorie des ondulations très- 
petites des fluides homogènes. 

34. Considérons une masse fluide homogène douée d'un mouvement 
uniforme de rotation autour de l'axe des x. Soit n la vitesse angulaire 
de rotation, à une distance de l'axe que nous prendrons pour unité de 
distance; on aura i^= — nz, w = ny; l'équation (H) du numéro pré- 
cédent deviendra ainsi 
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équation possible, puisque ses deux membres sont tles différences 
exactes. L'équation (E) du même numéro deviendra 

ôt ôx ôjr az 

m 

et il est visible que cette équation est satisfaite, si la masse fluide est 
homogène. Les équations du mouvement des fluides sont donc alors 
satisfaites, et par conséquent ce mouvement est possible. 

La force centrifuge à la distance yjy^ -r z^ de l'axe de rotation est égale 
au carré n}{y^-hz^) de la vitesse, divisé par cette distance; la fonc- 
tion n^iyfy -i-zZz) est donc le produit de la force centrifuge par Télé- 
ment de sa direction; ainsi ^ en comparant Téquation précédente du 
mouvement du fluide avec l'équation générale de l'équilibre des fluides, 
donnée dans le n^ 17, on voit que les conditions du mouvement dont il 
s'agit se réduisent à celles de l'équilibre d'une masse fluide, sollicitée 
par les mêmes forces et par la force centrifuge due au mouvement de 
rotation, ce qui est visible d'ailleurs. 

Si la surface extérieure de la masse fluide est libre, on aura lip — o 
à cette surface, et par conséquent 

o — iV -»- n^fy-dy-*- zdz); 

d'où il suit que la résultante de toutes les forces qui animent chaqutv 
molécule de la surface extérieure doit être perpendiculaire à cette sur- 
face; elle doit être, de plus, dirigée vers l'intérieur de la masse fluide. 
Ces conditions étant remplies, une masse fluide homogène sera en 
équilibre, en supposant même qu'elle recouvre un solide de figure 
quelconque. 

Le cas que nous venons d'examiner est un de ceux dans lesquels la 
variation ulx-hvfy-hP^iz n'est pas exacte; car alors celte variation 
devient —n{z1iy—y1izj; ainsi, dans la théorie du flux et du reflux 
de la mer, on ne peut pas suppifser que la variation dont il s'agit est 
exacte, puisqu'elle ne l'est pas dans le cas très-simple où la mer n'au- 
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rait d'autre mouvement que celui de rotation qui lui est commun avec 
la Terre. 

35. Déterminons, maintenant, les oscillations d'une masse fluide rcr 
couvrant un sphéroïde doué d'un mouvement de rotation nt autour de 
Taxe des x, et supposon&-la ti*ë&-peu dérangée de Tétat d'équilibre, par 
l'action de forces trës^petites. Soit, à l'origine du mouvement, r la dis- 
tance d'une molécule fluide au centre de gravité du sphéroïde qu'elle 
recouvre, et que nous supposerons immobile; soit l'angle que le rayon r 
forme avec l'axe dés x, et o l'angle que le plan qui passe par Taxe 
des X et par ce rayon forme avec le plan des x et des y. Supposons 
qu'après le temps t le rayon r se change dans r -h ax, que l'angle se 
change dans 0-haa, et que l'angle ts se change dans nt -^^ u -\- olv^ 
oLs, oLu et ar étant de trës-petites quantités dont nous négligerons les 
carrés et les produits; on aura 

rx=: (r-^- a*)cos(6 H- «a), 
jr—{r-hocs)sin[6 -h au) cas [ni -r- ta -h a v), 
z -^ {r-\- oLs) sin(6-f- olu) sîn(n/-+- m-^ av]. 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (F) du n® 32, on aura, en 
négligeant le carré de a. 



araW(^~2nsinôcose^) 



di^ ---...vvo.^ 



.L) 



-h ar^to ( sin^e ^-^ -f-ansinôcosôg- H ^1 



^^il[r -^ ois)%\Xï{Q -^ aLu)Y -^^^ -^-^^ 

A la surface extérieure du fluide, on a S/' = o; on a de plus, dans 
l'état d'équilibre, 

o r:z ^a[(r-+- «) sin(e 4- aLu)'\^ -h (dV), 
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(iV) étant la valeur de XV qui convient à cet état. Supposons que le 
fluide dont il s'agit soit la mer; la variation (XV) sera le produit de la 
pesanteur multipliée par l'élément de sa direction. Nommons g la pe- 
sauteur, et <ty l'élévation d'une molécule d'eau de sa surface, au-dessus 
de sa surface d'équilibre, surface que nous regarderons comme le véri- 
table niveau de la mer. La variation (XVJ croîtra par cette élévation, 
dans l'état de mouvement, de la quantité — oLg^iy^ parce que la pesan- 
• teur est à fort peu près dirigée dans le sens des ay et vers leur origine. 
En désignant ensuite par aSV la partie de 8V relative aux nouvelles 
forces qui, dans l'état de mouvement, sollicitent la molécule, et qui 
dépendent soit des changements qu'éprouvent par cet état les attrac- 
tions du sphéroïde et du fluide, soit des attractions étrangères, on aura 
à la surface 

La variation — S[(r-ha5)sin(64-aM)]^ croit de la quantité a/i^Xy.rsin-^O, 

en vertu de la hauteur de la molécule d'eau au-dessus du niveau de la 
mer; mais cette quantité peut être négligée relativement au terme 

— a^Sy, parce que le rapport — de la force centrifuge à l'équateur, 

S 

à la pesanteur, est une très-petite fraction égale à ^. Enfin le rayon r 
est à fort peu près constant à la surface de la mer, parce qu'elle diffère 
très-peu d'une surface sphérique; on peut donc y supposer Sr nulle. 
L'équation (L) devient ainsi, à la surface de la mer, 

r^dô^^-ansinôcosô^] 

•4-rMcj(smî»9^-j 4-2/isin9cos9^ H ^j = — g^(î/-hiV', 

les variations %y et SV étant relatives aux deux variables et tr. 

Considérons, présentement, l'équation relative à la continuité du 
fluide. Pour cela, concevons, à l'origine du mouvement, un parallélé- 
pipède rectangle dont la hauteur soit dr^ dont la largeur soit r</t7sin6, 
et dont la longueur soit r</0. Nommons r% 6' et u" ce que deviennent r. 
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%etvs après le temps t. En suivant le raisonnement du n^ 32, on trou- 
vera qu'après ce temps le volume de la molécule fluide est égal à un 

dr' 

parallélépipède rectangle dont la hauteur est j- dr, dont la largeur est 



• / 



■■'■"Ks^*'"^'") 



en éliminant dr au moyen de l'équation 



àr' , dr' , 
o = -r— cfcj -+- 3— dr; 
oin or 



enfin , dont la longueur est 






en éliminant dr et dis, au moyen des équations 



dr' , dr' .. dr' , 
dr du dtn 

din' , dm' ,>, ^' , 

o — -r~ «'• -^ "TTT «9 -^ -; — o^« 
dr dQ dm 



En supposant donc 



dr dô dcj dr (te dÔ "*" dô (te dr 

^dr^^de^dml dr' dQ' dm' dr' dQ' dm' 
dQ dr dm "*" dm dr dQ dm dQ dr ' 

le volume de la molécule après le temps / sera 6V'* sinô'rfrrfOrftj; ainsi, 
en nommant (p) la densité primitive de cette molécule» et p sa densité 
correspondante à ^, on aura, en égalant l'expression primitive de sa 
masse à son expression après le temps t, 

p6V2sine'=(p)rasinÔ; 
c'est l'équation de la continuité du fluide. Dans le cas présent, 
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on aura ainsi, en négligeant les quantités de Tordre a', 

-,, ds du âv 

6 i:^ I -4- ût -4- ût -1- ût • 

dr ôd dus 

Supposons qu'après le temps / la densité primitive (p) du fluide se 
change en (p) -f- ap'; Téquation précédente, relative à la continuité du 
fluide, donnera 

36. Appliquons ces résultats aux oscillations de la mer. Sa masse 
étant homogène, on a p'= o, et par conséquent 



fôu ôv ucos6\ 
[Sê'^ô^'^ siiid ) 






Supposons, conformément à ce qui parait avoir lieu dans la nature, la 
profondeur de la mer très-petite relativement au rayon r du sphéroïde 
terrestre; représentons -la par y, y étant une fonction très-petite de 6 
et de CI, qui dépend de la loi de cette profondeur. Si Ton intègre Téqua- 
tion précédente , par rapport à r, depuis la surface du solide que la 
mer recouvre jusqu'à la surface de la mer, on voit que la valeur de s 
sera égale à une fonction de 6, xs et /, indépendante de r, plus à une 
très-petite fonction qui sera, par rapport à u et à f^, du même ordre de 

petitesse que la fonction -\ or, à la surface du solide que la mer re- 

couvre, lorsque les angles et ci se changent dans 6 h- aa et n/ h- ci -i^ aç^, 
il est aisé de voir que la distance d'une molécule d'eau, contiguè à cette 
surface, au centre de gravité de la Terre ne varie que d'une quantité 
très-petite par rapport à olu et olv, et du même ordre que les produits 
de ces quantités par l'excentricité du sphéroïde recouvert par la mer : 
la fonction indépendante de r, qui entre dans l'expression de 5, est donc 
très-petite du même ordre; ainsi l'on peut négliger généralement $ 
vis-à-vis de u et de v. L'équation du mouvement de la mer à sa surface, 

' Œuvres de L, — l, l5 
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donnée dans le n** 35, devient par là 

\ dt^ ot 

M) : 

L'équation (L) du même numéro, relative à un point quelconque de 
l'intérieur de la masse du fluide, donne, dans l'état d'équilibre, 

0:= ^ ô[(r-4- as] ^\n^O-h au';]^ -f- [$\) - ^^, 
2 p 

(SV) et {^p) étant les valeurs de SV et ^p qui, dans l'état d'équilibre, 
conviennent aux quantités r-h 85, b -hoiu et u -+- ap. Supposons que, 
dans l'état de mouvement, on ait 

l'équation (L) donnera 



\ p) ô^s 



ôr ôt^ dt 



()i' 



L'équation (M) nous montre que n-r- est du même ordre que y ou 5, 



et par conséquent de l'ordre ^^ la valeur du premier membre de cette 

équation est donc du même ordre; ainsi, en multipliant cette valeur 
par dr^ et en l'intégrant depuis la surface du sphéroïde que la mer re- 

couvre jusqu'à la surface de la mer, on aura V— -^ égal à une fonction 

très-petite, de l'ordre ^1 plus à une, fonction de 6, u et /, indépen- 
dante de r, et que nous désignerons par X; en n'ayant donc égard, dans 
l'équation (L) du n^ 35, qu'aux deux variables et tr, elle se changera 
dans l'équation (M), avec la seule différence que le second membre se 
changera dans tk. Mais, \ étant indépendant de la profondeur à laquelle 
se trouve la molécule d'eau que nous considérons, si l'on suppose cette 
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molécule très -voisine de la surface, Téquation (L) doit évidemment 
coïncider avec l'équation (M); on a donc Sx = SV— gly, et par con- 
séquent ^ 

la valeur de SV dans le second membre de cette équation étant relative . 
à la surface de la mer. Nous verrons, dans la théorie du flux et du re- 
flux de la mer, que cette valeur est à très-peu près la même pour toutes 
les molécules situées sur le même rayon terrestre, depuis la surface du 
solide que la mer recouvre jusqu'à la surface de la mer; on a donc, rela- 
tivement à toutes ces molécules, 

ce qui donne/»' égal à p^y, plus une fonction indépendante de 6, n 
et r. Or, à la surface du niveau de la mer, la valeur de cep' est égale à la 
pression de la petite colonne d'eau ccy qui s'élève au-dessus de cette 
surface, et cette pression est égale à (tpgy; on a donc, dans tout l'in- 
térieur de la masse fluide, depuis la surface du sphéroïde que la mer 
recouvre jusqu'à la surface du niveau de la mer, p'= pgyi ainsi un 
point quelconque de la surface du sphéroïde recouvert par la. mer est 
plus pressé que dans l'état d'équilibre, de tout le poids de la petite 
colonne d'eau comprise entre la surface de la mer et la surface du 
niveau. Cet excès de pression devient négatif dans les points où la sur- 
face de la mer s'abaisse au-dessous de la surface du niveau. 

Il suit de ce que nous venons de voir que, si l'on n'a égard qu'aux 
-variations de et de t7, l'équation (L) se change dans l'équation (M) 
pour toutes les molécules intérieures de la masse fluide. Les valeurs 
de u et ^e f^, relatives à toutes les molécules de la mer situées sur le 
même rayon terrestre, sont donc déterminées par les mêmes équations 
difierentielles ; ainsi, en supposant, comme nous le ferons dans la théo- 
rie du flux et du reflux de la mer, qu'à l'origine du mouvement les va- 
leurs de Uf -^9 Vf -^ ont été les mêmes pour toutes les molécules si- 

f5. 
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tuées sur le même rayon, ces molécules resteront encore sur le même 
rayon durant les oscillations du fluide. Les valeurs de r^ ueti^ peuvent 
donc être supposées les mêmes, à trës-peji près, sur la petite partie du 
rayon terrestre comprise entre le solide que la mer recouvre et la sur- 
face de la mer; ainsi, en intégrant, par rapport à r, Téquation 

d,r^s ^[du dv mcosôX 



on aura 



, ^ , ^ , du dv ucosB 
^ ' ' ^ dB dus smO 



(r^s) étant la valeur de r^s à la surface du sphéroïde recouvert par la mer. 
La fonction r^s — {r^s) est égale à très-peu près à r^[5— (f)^ -f-aryf^), 
{s) étant ce que devient 5 à la surface du sphéroïde; on peut négliger 
le .terme 2r^{s), vu la petitesse de y et de {s); on aura ainsi 

Maintenant, la profondeur de la mer, correspondante aux angles 8-:- xu 
et nt H- CT -h oLi^f est y 4- a [5 — {s)] : si l'on fixe l'origine des angles 
et nt~^u à un point et à un méridien fixes sur la surface de la Terre, 
ce qui est permis, comme on le verra bientôt, cette même profondeur 

sera y -i- olu-^ -\- *^5~' P'^^ l'élévation ccy de la njolécule fluide de la 
surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau; on aura donc 

L'équation relative à la continuité du fluide deviendra, par conséquent, 

ô^yu ô^v yucosB 

On peut observer que, dans cette équation, les angles 6 et n/i-u sont 
comptés relativement à un point et à un méridien fixes sur la Terre, et 
que, dans l'équation (M), ces mêmes angles sont comptés relativement 
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à Taxe des a? et à un plan qui, passant par cet axe, aurait autour de lui 
un mouvement de rotation égal à n; or cet axe et ce plan ne sont pas 
fixes à la surface de la Terre, parce que l'attraction et la pression du 
fluide qui la recouvre doivent altère^ un peu leur position sur cette 
surface, ainsi que le mouvement de rotation du sphéroïde. Mais il est 
aisé de voir que ces altérations sont aux valeurs de clu et de <x.v dans le 
rapport de la masse de la mer à celle du sphéroïde terrestre; ainsi, 
pour rapporter les angles 6 et /i/ h- ci à un point et à un méridien inva- 
riables à la surface de ce sphéroïde dans les deux équations (M) et*(N), 

il suffît d'altérer i/ et (^ de quantités de l'ordre ^ et ^^ quantités que 

nous nous sommes permis de négliger; on peut donc supposer, dans 
ces équations, que ccu et cuv sont les mouvements du fluide en latitude 
et en longitude. 

On peut observer encore que, le centre 3e gravité du sphéroïde étant 
supposé immobile, il faut transporter en sens contraire aux molécules 
fluides les forces dont il est animé par la réaction de la mer; mais, le 
centre commun de gravité du sphéroïde et de la mer ne changeant 
point en vertu de cette réaction, il est clair que le rapport de ces forces 
à celles dont les molécules sont animées par l'action du sphéroïde est 
du même ordre que le rapport de la masse fluide à celle du sphéroïde, 

et par conséquent de l'ordre ^\ on peut donc les négliger dans le calcul 
de SV. 

37. Considérons de la même manière les mouvements de l'atmo- 
sphère. Nous ferons, dans cette recherche, abstraction de la variation 
de la chaleur à diflerentes latitwjtes et à diverses hauteurs, ainsi que 
de toutes les causes irrégulières qui l'agitent, et nous n'aurons égard 
qu'aux causes . régulières qui agissent sur elle, comme sur l'océan. 
Nous supposerons conséquemment la mer recouverte d'un fluide élas- 
tique d'une température uniforme; nous supposerons encore, confor- 
mément à l'expérience, la densité de ce fluide proportionnelle à sa 
pression. Cette supposition donne à l'atmosphère une hauteur infinie; 
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mais il est facile de s'assurer qu'à une très-petite hauteur sa densité 
est si petite, qu'on peut la regarder comme nulle. 

Gela posé, nommons s\ u! et v\ pour les molécules de Tatmosphëre, 
ce que nous avons nommé 5, a et p pour les molécules de la mer; 
Téquation (L) du n^ 35 donnera 

<xr2aôf^-2nsinecos0^] 



ùt"^ àt 

d^v' . ^ .du' a/isin^e ds'\ 

ôt^ ôi r ai ) 



o» /••/»<''' ^ . ^ r, ou z/isin^c; ai \ 






ôt^ -- o«. . ^^ 



Considérons d'abord Tatmosphëre dans l'état d'équilibre , dans lequel 
s\ u\ V sont nuls. L'équation précédente donne alors, en l'intégrant, 



rî»sin2 0-4-V - I -^ - consl. 



/? 



La pression /> étant supposée proportionnelle à la densité, nous ferons 
p = lgpf g étant la pesanteur dans un lieu déterminé, que nous sup- 
poserons être Téquateur, et / étant une quantité constante qui exprime 
la hauteur de l'atmosphère, supposée partout de la même densité, qu'à 
la surface de la mer : cette hauteur est trës-petite par rapport au rayon 
du sphéroïde terrestre, dont elle n'est pas la 720* partie. 

L'intégrale / -^ est égale à Ig logp; l'équation précédente de l'équi- 
libre de Tatmosphëre devient, par conséquent. 



Iglogp — const. 4- V H r^ sin^ô. 



A la surface de la mer, la valeur de Y est la même pour une molécule 
d'air que pour la molécule d'eau qui lui est contiguè , parce que les 
forces qui sollicitent l'une et l'autre molécule ]sont les mêmes; mais la 
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condition de Téifuilibre des mers exige que Ton ait 



n^ 



V H r^ sin^ 9 =: consl.; 

on a donc, à cette surface, p constant, c'estrà-dire que la densité de lu 
couche d*air contiguë à la mer est partout la même, dans l'état d'équi- 
libre. 

Si Ton nomme R la partie du rayon r comprise entre le centre du 
sphéroïde et la surface de la mer, et r' la partie comprise entre celles 
surface et une molécule d'air élevée au-dessus, r' sera, aux quantités 

près de Tordre ^^ ^ ^ la hauteur de cette molécule au-dessus de la 

surface de la mer : nous négligerons les quantités de cet ordre. I/équa- 
tion entre p et r donnera 

^logp = consl. H-Vn-r'-; — i ;-— t R«sln*(/ > n«Rr'sln*6, 

^ ^'^ Or 7, ôr^ 2 

les valeurs de V, j- et ^-^ étant relatives a la surfaœ de la mf^.f, où 
l'on a 

const. V ?-R«»In»(/. 

2 

La quantité — ^ /i*Rsin*ft est la pesanteur k vMiUt mftmt surfa^'^: 

nous la désignerons par g\ La fonction - ^ étunt mu\û\f\\m ^4r b 

quantité très-petite r'*^ nous pouvons b dètermiiÈt^r âuuu b wyfHmiiiou 
de b Terre sphériqoe, et négliger b deiuiiU'. an Y t^tuîmyHîàtrtt r^bfiv^' 
ment à celle de b Terre : nous aurons ain»i, à fort p^u pf«ft^« 

-5!\ m 

m étant b maste de b Terre; partaot 
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on aura donc 

Iglogp r-: consl. — r'g' h- -^ g-', 



d'où Ton tire 



-.ne '«V »;, 



c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Funité, et n étant 
une constante, visiblement égale à la densité de Tair à la surface de la 
mer. Nommons h et h' les longueurs du pendule à seconde à la surface 
de la mer, sous l'équateur, et à la latitude de la molécule aérienne que 

nous considérons; on aura ^ m ^, et par conséquent 



ë^ 



p=rnc '*V k;. 

Cette expression de la densité de Tair fait voir que les couches de même 
densité sont partout également élevées au-dessus de la mer, à la quan- 
tité près ^-^ — -; mais, dans le calcul exact des hauteurs des mon- 
tagnes par les observations du baromètre, cette quantité ne doit point 
être négligée. 

Considérons présentement l'atmosphère dans l'état de mouvement, 
et déterminons les oscillations d'une couche de niveau, ou de même 
densité dans l'état d'équilibre. Soit aç l'élévation d'une molécule d'air 
au-dessus de la surface de niveau à laquelle elle appartient dans l'état 
d'équilibre; il est clair qu'en vertu de cette élévation la valeur de SV 
sera augmentée de la variation différentielle — ag^Sç; on aura ainsi 

$y ..z(ÔV)-ag-dcp-;-a(ÎV', 

(8V) étant la valeur de SV qui, dans l'état d'équilibre, correspond à la 
couche de niveau et aux angles 6 h- glu et nt -;- o 4- cc^; et 8V' étant la 
partie de 8V due aux nouvelles forces qui, dans l'état de mouvement, 
agitent l'atmosphère. 
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Soit p = (p) -f- ap', (p) étant la densité de la couche de niveau dans 
l'état d'équilibre. Si l'on fait pr =y\ on aura 



P ~ (P) 



«g^*r'; 



or on a, dans l'état d'équilibre, 



o == ^ 3[(r-^ «*) sin(0 -h «m)P -+- (dV) - -^^^; 

l'équation générale du mouvement de l'atmosphère deviendra donc, 
relativement aux couches de niveau, par rapport auxquelles %r est nul 
à très-peu près, 

r^àOl-^-^ 2/ism0cosô-rr -i-r^dcj sm^ô-— -- -h 2/ism0cos0-3 — \ ) 

\ dt^ dt I \ ôt^ ôt r dt ) 

a(/) étant la variation de r correspondante, dans l'étal d'équilibre, 
aux variations clu' et olv' des angles 6 et ty. 

Supposons que toutes les molécules d'air situées à l'origine sur le 
même rayon terrestre restent constamment sur un même rayon dans 
l'état de mouvement, ce qui a lieu, par ce qui précède, dans les oscil- 
lations de la mer, et voyons si cette supposition peut satisfaire aux 
équations du mouvement et de la continuité du fluide atmosphérique. 
Pour cela, il est nécessaire que Jes valeurs de u! et de v' soient les • 
mêmes pour toutes ces molécules; or la valeur de SV est à très -peu 
près la même pour ces molécules, comme on le verra lorsque nous 
déterminerons, dans la suite, les forces d'où résulte cette variation; 
il est donc nécessaire que les variations Sf et %y' soient les mêmes 

pour ces molécules, et, de plus, que les quantités 2nrScisin*6-T- et 

OKuvres de L, — \, ^ l6 
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n^rBin^^t[s' — [s')\ puissent être négligées dans l'équation précé- 
dente. 

A la surface de la mer, on a ç --y, cty étant l'élévation de la surface 
•de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Examinons si les sup- 
positions de ç égal à y, et de y constant pour toutes les molécules d'air 
situées sur le même rayon, peuvent subsister avec l'équation de la con- 
tinuité de fluide. Cette équation, par le n^ 35, est 



d'où l'on tire 

.— f/ à.r^s' ^_^^ n'cosO \ 

r -:- xs' est égal à la valeur de r de la surface de niveau, qu; correspond 
aux angles O-haw et cy -f- xç^, plus à l'élévation de la molécule d'air 
au-dessus de cette surface; la partie de a^' qui dépend de la variation 

des angles et o étant de l'ordre — —y on peut la négliger dans l'ex- 
pression précédente de y\ et, par conséquent, supposer dans cette ex- 
pression 5' =9; si l'on fait ensuite <p— y, on aura -^ ^o, puisque 

la valeur de 9 est alors la même relativement à toutes les molécules 
situées sur le même rayon. De plus, y est, par ce qui précède, de 

l'ordre /ou — ; l'expression de y' deviendra ainsi 

,____t(^' ^^' n'cosO\ 

ainsi, u' et i^' étant les mêmes pour toutes les molécules situées primi- 
tivement sur le même rayon, la valeur dey' sera la même pour toutes 
ces molécules. De plus, il est visible, par ce que nous venons de dire, 

as' 

que les quantités anrSny sin'^Oj^ et n^rsin^9S[5'— (/)] peuvent être 
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négligées dans l'équation précédente du mouvement de l'atmosphère, 
qui peut alors être satisfaite en supposant que u' et c' sont les mêmes 
pour toutes les molécules de l'air situées primitivement sur le même 
rayon; la supposition que toutes ces molécules restent constamment 
sur un même rayon, durant les oscillations du fluide, peut donc sub- 
sister avec les équations du mouvement et de la continuité du fluide 
atmosphérique. Dans ce cas, les oscillations des diverses couches de 
niveau sont les mêmes, et se déterminent au moyen des équations 

a 

r«a9(^-2/isin9cose^)-^r»ÔBj(sin»e^- i2nsin0cosO-~) iV gif gSy, 

Ces oscillations de l'atmosphère doivenj^ produire des oscillations ana- 
logues dans les hauteurs du baromètre. Pour déterminer celles-ci au 
moyen des premières, considérons un baromètre fixe à une hauteur 
quelconque au-dessus de la surface de la mer. I^ hauteur du merrun* 
est proportionnelle à la pression qu'éprouve sa surface exposée k l'ac- 
tion de l'air; elle peut donc être représentée par Igp; mais cette sur- 
face est successivement exposée à l'action de diverses couches de niveau, 
qui s'élèvent et s'abaissent comme la surface de la mer; ainsi la valeur 
de p à la surface du mercure varie : i^ parce qu'elle appartient h une 
couche de niveau qui, dans l'état d'équilibre, était moins élevée de la 
quantité ccy; 2^ parce que la densité d'une couche augmente, dans 

Tétat de mouvement, de %o ou de -/— • Kn vertu de la première cause, 
la variation de s est — arV- ou ^ /^ ; la variation toUile de la den- 

site p, à la surface du mercure, est donc %( f,' . «Il suit de lii que, 

si l'on nomme k la hauteur du mercure dans le baromètre, relative \\ 
l'état d'équilibre, ses oscillations, dans l'état de mouvement, seront 

exprimées par la fonction ' / ; itWcM mmi donc M;mhliilil<^H )i 

in. 
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toutes les hauteurs au-dessus de la mer, et proportionnelles aux hau- 
teurs du baromètre. 

Il ne s'agit plus maintenant, pour déterminer les oscillations de la 
mer et de l'atmosphère , que de connaître les forces qui agitent ces deux 
masses fluides, et d'intégrer les équations différentielles précédentes; 
c'est ce que nous ferons dans la suite de cet Ouvrage. 
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LIVRE IL 

DE LA LOI DE* LA PESANTEUR UNIVERSELLE ET DU MOUVEMENT 
DES CENTRES DE GRAVITÉ DES CORPS CÉLESTES. 



CHAPITRE PREMIER. 



DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE, TIRÉE DES PHÉNOMÈNES. 



1. Apres avoir développé les lois du mouvement, nous allons, en 
partant de ces lois et de celles des mouvements célestes, présentées 
avec détail dans TOuvrage intitulé : Exposition du Système du Monde, 
nous élever à la loi générale de ces mouvements. Celui de tous les phé- 
nomènes qui semble le plus propre à la faire découvrir est le mouve- 
ment elliptique des planètes et des comètes autour du Soleil ; voyons ce 
'qu'il donne sur cet objet. Pour cela, nommons œ et y les coordonnées 
rectangles d'une planète, dans le plan de son orbite, et fixons leur ori- 
gine au centre du Soleil; nommons, de plus, P et Q les forces dont 
cette planète est animée, dans son mouvement relatif autour du Soleil, 
parallèlement aux axes des ce et des y^ et supposons que ces forces 
tendent vers l'origine des coordonnées; enfin, soit de l'élément du 
temps, que nous regarderons comme constant; on aura, par le Cha- 
pitre II du premier Livre, 
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Si Ton ajoute la première de ces équations, multipliée par —y^ à la 
seconde, multipliée par x, on aura 

d{xdr — rdx] ^ „ . 

Il est aisé de voir que xdy —ydx est le double de l'aire que le rayon 
vecteur de la planète décrit autour du Soleil dans l'instant dt\ cette 
aire est proportionnelle à l'élément du temps, suivant la première loi 
de Kepler, en sorte que l'on a 

xdy — ydx z^cdty 

« 

c étant une constante; la différentielle du premier membre de cette 
équation est donc nulle, ce qui donne 

Il suit de là que les forces P et Q sont entre elles dans k rapport de x 
k j, et qu'ainsi leur résultante passe par l'origine des coordonnées, 
c'est-à-dire par le centre du SoleH. D'ailleurs, la courbe décrite par la 
planète étant concave vers le Soleil, il est visible. que la force qui la fait 
décrire tend vers cet astre. 

La loi des aires proportionnelles aux temps employés à les décrire 
nous conduit donc à ce premier résultat remarquable, savoir» que la 
force qui sollicite les planètes et les comètes est dirigée vers le centra 
du Soleil. 

2. Déterminons maintenant la loi suivant laquelle cette force agit 
à différentes distances de cet astre. Il est clair que, les planètes et les 
comètes s'approchant et s'éloignant alternativement du Soleil à chaque 
révolution, la nature du mouvement elliptique doit nous conduire à 
cette loi. Reprenons, dans cette vue, les équations différentielles (i) 
et (2) du numéro précédent. Si l'on ajoute la première, multipliée 
par dx^ à la seconde , multipliée par dy^ on aura 

o = 'jj^ ^ -!- Vdx i Qrfj, 
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et, en intégrant, 



la constante arbitraire étant indiquée par le signe intégral. En substi- 
tuant, au lieu de rf/, sa valeur ^ -^ --- — ? donnée par la loi de la pro- 
portionnalité des aires aux temps, on aura 

Transformons, pour plus de simplicité, les coordonnées a? et j en rayon 
vecteur et en angle traversé, conformément aux usages astronomiques. 
Soit r le rayon mené du centre du Soleil à celui de la planète, ou son 
rayon vecteur; soit r Tangle qu'il forme avec Taxe des x; on aura 

d'où l'on tire 

dx^ + rf/*— r^rfv^ _^ jp2^ xdy — ydx"- r^dv. 

Si l'on désigne ensuite par ç la force principale qui anime la planète, 
on aura, par le numéro précédent, 

P — <pcosv, " Q — 9sinv, 9-^ v^P-'-î-Q^, 

ce qui donne 

Vdx -\- Qdy— (^dr; 



on aura donc 

• f\ — _ — 

r^dv^ 

d'où l'on tire 



0= -n:::, -*- 2/9^^ 



(3) d.= -^-..:.J^^^... 

r \J— c^ — 9. r'^f(f dr 

m 

Cette équation donnera, au moyen des quadratures, la valeur de c en r, 
lorsque la force <p sera connue en fonction de r; mais si, cette force 



c» 




r» 


2 </r 
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étant inconnue, la nature de la courbe qu'elle fait décrire est donnée, 
alors, en différentiant l'expression précédente de ^fffdr^ on aura, pour 
déterminer 9, Téquation 

(4; 9- 

Les orbes des planètes sont des ellipses dont le centre du Soleil occupe 
un des foyers; or si, dans Tellipse, on nomme u l'angle que 1^ grand 
axe fait avec l'axe des x; si, de plus, on fixe au foyer l'origine des x^ 
et que l'on désigne par a le demi-grand axe et par e le rapport de l'ex- 
centricité au demi-grand axe, on aura 

r— _^ ^^ , 

I -T-eCOS(c — XDj 

équation qui devient celle d'une parabole , lorsque e = i et que a est 
infini; et qui appartient à l'hyperbole, lorsque e surpasse l'unité et que 
a est négatif. Cette équation donne 

dr^ 2 I I 



r*dv^ ' ar[i — e^] r^ a^^i — e'^] 



et par conséquent 



'2\ r2 ' 



a[i — e-*! r 



ainsi, les orbites des planètes et des comètes étant des sections coniques, 
la force ç est réciproque au carré de la distance du centre de ces astres 
à celui du Soleil. 

On voit, de plus, que, si la force ç est réciproque au carré de la dis- 
tance ou exprimée par — ? A étant un coefficient constant, l'équation 
précédente des sections coniques satisfera à l'équation différentielle (4) 
entre r et c, que donne l'expression de ç, lorsqu'on y change <p dans — • 

On a alors A = _ 2 '* ^^ V^^ forme une équation de condition entre 
les deux arbitraires a et e de l'équation aux sections coniques; les trois 
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arbitraires a, e et vj de cette équation se réduisent donc à deux seules 
arbitraires distinctes, et, comme Téquation différentielle entre retv 
n'est que du second ordre , l'équation finie aux sections coniques en 
est l'intégrale complète. 

Il suit de là que, si la courbe décrite est une section conique, la force 
est en raison inverse du carré des distances; et réciproquement que, 
si la force suit la raison inverse du carré des distances, la courbe dé- 
crite est une section conique. 

3. L'intensité de la force 9, relativement à chaque planète et à chaque 
comète, dépend du coefficient -7-^^7-7- î '^^ '^^^ ^^ Kepler donnent en- 
core le moyen de le déterminer. En effet, si l'on nomme T le temps de 
la révolution d'une planète. Taire que son rayon vecteur décrit pen- 
dant ce temps étant la surface même de l'ellipse planétaire, e\\p sera 

7:à^\U — e^, t: étant le rapport de la demi -circonférence au rayon; 
mais l'aire décrite pendant l'instant dt est, par ce qui précède, ^cdt\ 
la loi de la proportionnalité des aires aux temps donnera donc la pro- 
portion 

^cdt : Tza^ yfi—'^ :: rf/ : T, 

d'où l'on tire 

c =1 ~ -. 

T 

Relativement aux planètes, la loi de Kepler, suivant laquelle les carrés 
des temps de leurs révolutions sont comme les cubes des grands axes 
de leurs ellipses, donne T* =k^a^, k étant le même pour toutes les 
planètes: on a donc 

o.t: Jaii — e'^) 

e^_-V__ — 

2a{i — e^) est le paramètre de l'orbite, et dans diverses orbites les va- 
leurs de c sont comme les aires tracées par les rayons vecteurs en temps 
égal; ces aires sont donc comme les racines carrées des paramètres des 
orbites. 

OEuvres de L, — L 17 
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Cette proportion a également lieu relativement aux orbites des co* 
mëtes, comparées soit entre elles, soit aux orbites des planètes; c'est 
un des points fondamentaux de leur théorie, qui satisfait si exactement 
à tous leurs mouvements observés. Les grands axes de leurs orbites et 
les temps de leurs révolutions étant inconnus, on calcule le mouve- 
ment de ces astres dans un orbe parabolique, et, en exprimant par D 

leur distance périhélie, on suppose c= ""t"' ^^ q^^ revient à faire 

e égal k Tunité et a infini, dans Texpression précédente de c; on a 
donc encore, relativement aux comètes, P ^k^a}, en sorte que Ton 
peut déterminer les grands axes de leurs orbites, lorsque leurs révo- 
lutions sont connues. 
Maintenant, l'expression de c donne 

...i.. _• • 

on a donc 



\ti^ I 



'^'-^-'k^- 



r 



2 



Le coefficient ^ étant le même pour toutes les planètes et les comètes, 

il en résulte que, pour chacun de ces corps, la force -ç est réciproque 
au carré des distances au centre du Soleil, et qu'elle ne varie d'un 
corps à l'autre qu'à raison de ces distances; d'où il suit qu'elle est la 
même pour tous ces corps supposés a égale distance du Soleil. 

Nous voilà donc conduits par les belles lois de Kepler à regarder le 
centre du Soleil comme le fojer d'une force attractive qui s'étend à 
l'infmi dans tous les sens, en décroissant en raison du carré des di- 
stances. La loi de la proportionnalité des aires décrites par les rayons 
vecteurs aux temps employés à les décrire nous montre que la force 
principale qui sollicite les planètes et les comètes est constamment 
dirigée vers le centre du Soleil; l'ellipticité des orbes planétaires et les 
mouvements à très*peu près paraboliques des comètes prouvent que, 
pour chaque planète et pour chaque comète, cette force est réciproque 
au carré de la distance de ces astres au Soleil; enfin, de la loi de la 
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proportionnalité des carrés des temps des révolutions aux cubes des 
grands axes des orbites , ou de celle de la proportionnalité des aires 
décrites en temps égal par les rayons vecteurs, dans différentes orbites» 
aux racines carrées des paramètres de ces orbites, loi qui renferme la 
précédente et qui s'étend aux comètes, il résulte que cette force est la 
même pour toutes les planètes et les comètes placées à égales distances 
du Soleil, en sorte que, dans ce cas, ces corps se précipiteraient vers 
lui avec la même vitesse. 

4. Si des planètes nous passons aux satellites, nous trouvons que, les 
lois de Kepler étant à peu près observées dans leurs mouvements autour 
de leurs planètes, ils doivent graviter vers les centres de ces planètes, 
en raison inverse du carré de leurs distances à ces centres; ils doivent 
pareillement graviter à peu près comme leurs planètes vers le Soleil , 
afin que leur mouvement relatif autour des planètes soit le même à peu 
près que si ces planètes étaient immobiles. Les satellites sont donc sol- 
licités, vers les planètes et vers le Soleif, par des forces réciproques au 
carré des distances. L'ellipticité des orbites des trois premiers satellites 
de Jupiter est peu considérable; mais Tellipticité du quatrième est très- 
sensible. Le grand éloignement de Saturne a jusqu'ici empêché de re- 
connaître Tellipticité des orbes de ses satellites, à l'exception du sixième, 
dont l'orbe parait sensiblement elliptique. Mais la loi de la gravitation 
des satellites de Jupiter, de Saturne et d'Uranus se fait principalement 
sentir dans le rapport de leurs moyens mouvements à leurs moyennes 
distances au centre de ces planètes. Ce rapport consiste en ce que, pour 
chaque système de satellites, les carrés des temps de leurs révolutions 
sont comme les cubes de leurs'moyennes distances au centre de la pla- 
nète. Concevons donc qu'un satellite décrive une orbite circulaire d'un 
rayon égal à sa moyenne distance au centre de la planète principale; 
soit a cette distance, T le nombre de secondes que renferme la durée 
de sa révolution sidérale; t: exprimant le rapport de la demi-circonfé- 
rence au rayon, -^ sera le petit arc que décrit le satellite pendant une 

seconde. S'il cessait d'être retenu dans son orbite par la force attractive 

17. 
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de la planète, il s'éloignerait de son centre par la tangente» d*ane 



9.07: 



quantité égale au sinus verse de Tare -^9 c'est-à-dire de la quantité 
-Yï~] cette force attractive le fait donc descendre de cette quantité vers 

la planète. Relativement à un autre satellite dont a' est la moyenne di- 
stance au centre de la planète et T' la durée de sa révolution, réduite en 

secondes, la chute dans une seconde serait -^vf-; or, si Ton nomme ç 

et (p' les forces attractives de la planète aux distances a et a , il est clair 
qu'elles sont comme les quantités dont elles font descendre les deux 
satellites pendant une seconde; on a donc 

• Y . • 1^2" • T' 2 * 

La loi des carrés des temps des révolutions, proportionnels aux cubes 
des moyennes distances des satellites au centre de leur planète, donne 

de ces deux proportions il est facile de conclure 

ainsi, les forces 9 et ^' sont réciproques aux carrés des distances a et a'. 

% 

5. La Terre n'ayant qu'un satellite, l'ellipticité de l'orbe lunaire est 
le seul phénomène céleste qui puisse nous faire connaître la loi de sa 
force attractive; mais le mouvement elliptique de la Lune est très-sen- 
siblement troublé par les forces perturbatrices, et cela peut laisser quel- 
ques doutes sur la loi de la diminution de la force attractive de la Terre, 
en raison du carré des distances à son centre. A la vérité, l'analogie 
qui existe entre cette force et les forces attractives du Soleil, de Jupiter, 
de Saturne et d'Uranus nous porte à croire qu'elle suit la même loi de 
diminution ; mais les expériences terrestres sur la pesanteur offrent un 
moyen direct de constater cette loi. 

Pour cela, nous allons déterminer la parallaxe lunaire, d'après les 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE II. 133 

expériences sur h longueur du pendule à secondes, et la comparer aux 
observations célestes. Sur le parallèle dont le carré du sinus de la lati- 
tude est j, Tespace que la pesanteur fait décrire dans une seconde est, 
d'après les observations de la longueur du pendule, égal à 3°*, 65548, 
comme on le verra dans le troisième Livre : nous choisissons ce parallèle, 
parce que l'attraction de la Terre sur les points correspondants de sa 
surface est à très-peu près, comme à la distance de la Lune, égale à la 
masse de la Terre, divisée par le carré de sa distance à son centre de 
gravité. Sur ce parallèle, la pesanteur est plus petite que l'attraction 
de la Terre, des deux tiers de la force centrifuge due au mouvement 
de rotation à l'équateur; cette force est -^ de la pesanteur; il faut donc 
augmenter l'espace précédent de sa 432* partie, pour avoir l'espace 
entier dû à l'action de la Terre, qui, sur ce parallèle, est égale à sa 
masse divisée par le carré du rayon terrestre : on aura ainsi 3™, 66394 
pour cet espace. A la distance de la Lune, il doit être diminué dans le 
rapport du carré du rayon du sphéroïde terrestre au carré de la di- 
stance de cet astre, et il est visible qu'il suffit pour cela de le multiplier 
par le carré du sinus de la parallaxe lunaire; en désignant donc para; 
ce sinus sous le parallèle que nous considérons, on aura x^ . 3°*, 66394 
pour la hauteur dont la Lune doit tomber dans une seconde, par l'at- 
traction de la Terre. Mais nous verrons, dans la théorie de la Lune, que 
l'action du Soleil diminue sa pesanteur vers la Terre, d'une quantité 
dont la partie constante est 3—^ de cette pesanteur; de plus, la Lune, 
dans son mouvement relatif autour de la Terre, est sollicitée par une 
force égale à la somme des masses de la^ Terre et de' la Lune^ divisée 
par le carré de leur distance mutuelle; il faut donc diminuer l'espace 
précédent de j—, et l'augmenter dans le rapport de la somme des 
masses de la Terre et de la Lune à la masse de la Terre ; or on verra, 
dans le quatrième Livre, que les phénomènes du flux et du reflux de la 

mer donnent la masse de la Lune égale à gg— de celle de la Terre; on a 

^^"^ sks ' ^^ ' ^* ' ^°*' 66394, pour l'espace dont la Lune descend vers 
la Terre, dans l'intervalle d'une seconde. 
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Maintenant, si l'on nomme a le rayon moyen de l'orbe lunaire, et 
T la durée de la révolution sidérale de la Lune, exprimée en secondes, 

-^- sera, comme on l'a vu, le sinus verse de l'arc qu'elle décrit pen- 
dant une seconde, et il exprime la quantité dont la Lune descçnd vers 
la Terre, dans cet intervalle. La valeur de a est égale au rayon terrestre 
sous le parallèle que nous considérons, divisé par le sinus de a;; ce 
rayon est égal à 63696 1 4 mètres; on a donc 

636c)5i4» 



Mais, pour avoir une valeur de a indépendante des inégalités du mou- 
vement de la Lune, il faut prendre, pour sa parallaxe moyenne dont 
le sinus est x, la partie de cette parallaxe qui est indépendante de ces 
inégalités, et que Ton nomme pour cela constante de la parallaxe. 
Ainsi, en prenant pour 7: le rapport de 355 à ii3, et en observant 
que T ~ 2732166", l'espace moyen dont la Lune descend vers la Terre 

sera 

7..(3551^63695i4« 

(ii3)^a:.(2732itk))^' 

En égalant les deux expressions que nous venons de trouver pour cet 
espace, on aura 

^_ ?.. (355:^358. (58,7l.636ç>5i4 _ 

^ "" (113)^357.^59,7). (3,66394). (2732166)"^' 

d'où Ton tire io536",2 pour la constante de la parallaxe lunaire sous 
le parallèle dont il s'agit. Cette valeur est très-peu différente de la con- 
stante 10540,7, que Triesnecker a conclue par la comparaison d'un 
grand nombre d'observations d'éclipsés et d*occultations d'étoiles par 
la Lune; il est donc certain que la force principale qui retient la Lune 
dans son orbite est la gravité terrestre, affaiblie en raison du carré de 
la distance; ainsi, la loi de diminution de la pesanteur, qui, pour les 
planètes accompagnées de plusieurs satellites, est prouvée par la com- 
paraison des temps de leurs révolutions et de leurs distances, est dé* 
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montrée» pour la Lune, par la comparaison de son mouvement avec 
celui des projectiles à la surface de la Terre. Il en résulte que c'est au 
centre de gravité des corps célestes que Ton doit fixer l'origine des 
distances, dans le calcul de leurs forcQ^ attractives sur les corps placés 
à leur surface ou au delà, puisque cela est prouvé pour la Terre, dont 
la force attractive est, comme on vient de le voir, de la même nature 
que celle de tous les corps célestes. 

6. Le Soleil et les planètes qui ont des satellites sont, par conséquent, 
doués d'une force attractive qui, en décroissant à l'infini, réciproque- 
ment au carré des distances, embrasse dans sa sphère d'activité tous les 
corps. L'analogie nous porte à penser qu'une pareille force réside géné- 
ralement dans toutes les planètes et dans les comètes; mais on peut 
^'en assurer directement de cette manière. C'est une loi constante de la 
nature, qu'un corps ne peut agir sur un autre sans en éprouver une 
réaction égale et contraire; ainsi, les planètes et les comètes étant atti- 
rées vers le Soleil, elles doivent attirer cet astre suivant la même loi. 
Les satellites attirent, par la même raison, leurs planètes; cette pro- 
priété attractive est donc commune aux planètes, aux comètes et aux 
satellites, et par conséquent on peut regarder la gravitation des corps 
célestes les uns vers les autres comme une propriété générale de cet 
univers. 

Nous venons de voir qu'elle suit la raison inverse du carré des di- 
stances; à la vérité, cette raison est donnée par les lois du mouvement 
elliptique , auxquelles les mouvements célestes ne sont pas rigoureu- 
sement assujettis; mais on doit considérer que, les lois les plus simples 
devant toujours être préférées, jusqu'à ce que les observations nous 
forcent de les abandonner, il est naturel de supposer d'abord que la 
loi de la gravitation est réciproque à une puissance de la distance, et 
Ton trouve, par le calcul, que la plus légère diflerence entre cette puis- 
sance et le carré deviendrait extrêmement sensible dans la position des 
périhélies des orbes planétaires, dans lesquels l'observation n'a fait 
apercevoir que des mouvements presque insensibles dont nous déve- 
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lopperons la cause. En général, on verra, dans le cours de cet Ouvrage, 
que la loi de la gravitation réciproque au carré des distances représente 
avec une extrême précision toutes les inégalités observées des mouve- 
ments célestes : cet accord, joint ^ ^^ simplicité de cette loi, nous auto- 
rise à penser qu'elle est rigoureusement celle de la nature. 

La gravitation est proportionnelle aux masses; car il résulte du n® 3 
que, les planètes et les comètes étant supposées à la même distance du 
Soleil et abandonnées à leur gravité vers cet astre, elles tomberaient 
en temps égal d'une égale hauteur; en sorte que leur pesanteur serait 
proportionnelle à leur masse. Les mouvements presque circulaires des 
satellites autour de leurs planètes nous prouvent qu'ils pèsent, comme 
ces planètes, vers le Soleil, en raison de leurs masses; la plus légère 
différence à cet égard serait sensible dans le mouvement des satellites, 
et les observations n'ont fait découvrir aucune inégalité dépendante de 
cette cause. On voit donc que les comètes, les planètes et leurs satel- 
lites, placés à la même distance du Soleil, pèseraient vers cet astre, en 
raison de leurs masses; d'où il suit, en vertu de l'égalité de l'action à 
la réaction, qu'ils attireraient dans la même raison le Soleil, et qu'ainsi 
leur action sur cet astre est proportionnelle à leurs masses divisées par 
le carré de leurs distances à son centre. 

La même loi s'observe sur la Terre; on s'est assuré par des expé- 
riences très-précises, faites au moyen du pendule, que sans la résis- 
tance de l'air tous les corps se précipiteraient vers son centre avec une 
égale vitesse; les corps terrestres pèsent donc sur la Terre, en raison 
de leurs masses, ainsi que les planètes pèsent vers le Soleil et les satel- 
lites vers leurs planètes. Cette conformité de la nature avec ellennême, 
sur la Terre et dans l'immensité des cieux, nous montre de la manière 
la plus frappante que la pesanteur obser\'ée ici -bas n'est qu'un cas 
particulier d'une loi générale répandue dans l'univers. 

La propriété attractive des corps célestes ne leur appartient pas seu- 
lement en masse ; mais elle est propre à chacune de leurs molécules. 
Si le Soleil n'agissait que 5ur le centre de la Terre, sans attirer parti- 
culièrement chacune de ses parties, il en résulterait, dans l'océan, des 
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oscillations incomparablement plus grandes et trës-difTérentes de celles 
que Ton y observe ; la pesanteur de la Terre vers le Soleil est donc le 
résultat des pesanteurs de toutes ses molécules, qui par conséquent 
attirent le Soleil en raison de leurs masses respectives. D*ailleurs, 
chaque corps sur la Terre pèse vers son centre, proportionnellement 
à sa masse; il réagit donc sur elle, et l'attire suivant le même rapport. 
Si cela n'était pas, et si une partie quelconque de la Terre, quelque 
petite qu'on la suppose, n'attirait pas l'autre partie comme elle en est 
attirée, le centre de gravité de la Terre serait mû dans l'espace en vertu 
de la pesanteur, ce qui est impossible. 

Les phénomènes célestes, comparés aux lois du mouvement, nous 
conduisent donc à ce grand principe de la nature, savoir, que toutes les 
molécules de la matière s'attirent mutuellement en raison des masses, 
et réciproquement au carré des distances. Déjà l'on entrevoit dans cette 
gravitation universelle la cause des perturbations que les corps célestes 
éprouvent; car* les planètes et les comètes étant soumises à leur action 
réciproque, elles doivent s'écarter un peu des lois du mouvement ellip-, 
tique, qu'elles suivraient exactement, si elles n'obéissaient qu'à l'ac- 
tion du Soleil. Les satellites, troublés dans leurs mouvements autour 
de leurs planètes par leur attraction mutuelle et par celle du Soleil , 
s'écartent pareillement de ces lois. On voit encore que les molécules 
de chaque corps céleste, réunies par leur attraction, doivent former 
une masse à peu près sphérique, et que la résultante de leur action à la 
surface du corps doit y produire tous les phénomènes de la pesanteur. 
On voit pareillement que le mouvement de rotation des corps célestes 
doit altérer un peu la sphéricité de leur figure, et l'aplatir aux pôles, 
et qu'alors, la résultante de leurs actions mutuelles ne passant point 
exactement par leurs centres de gravité, elle doit produire dans leurs 
axes de rotation des mouvements semblables à ceux que l'observation 
y fait apercevoir. Enfin, on entrevoit que les molécules de l'océan, iné- 
galement attirées par le Soleil et la Lune, doivent avoir un mouvement 
d'oscillation pareil au flux et au reflux de la mer. Mais le développe- 
ment de ces divers effets de la pesanteur universelle exige une pro- 

OF.uvrcs de L.— \. l8 



138 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

fonde analyse. Pour les embrasser avec la plus grande généralité, nous 
allons donner les équations différentielles du mouvement d*un système 
de corps soumis à leur attraction mutuelle, et rechercher les intégrales 
rigoureuses que Ton peut en obtenir. Nous profiterons ensuite des fa- 
cUités que les rapports des masses et des distances des corps célestes 
nous présentent, pour avoir des intégrales de plus en plus approchées, 
et pour déterminer ainsi les phénomènes célestes avec toute l'exacti- 
tude que les observations comportent. 
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CHAPITRE IL 



DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT d'uN SYSTÈME DE CORPS 

SOUMIS A LEUR ATTRACTION MUTUELLE. 



7. Soient m, rn, m", ... les masses des différents corps du système, 
considérés comme autant de points ; soient x, y, z les coordonnées rec- 
tangles du corps m; x\ y\ z' celles du corps m', et ainsi du reste. La 
distance de m' à m étant 



son action sur m sera, par la loi de la pesanteur universelle, égale à 



m' 



[x' — x^^-^-^f —yY-\-[z' —zY 



Si Ton décompose cette action parallèlement aux axes des x, des y et 
des z , la force parallèle à l'axe des x et dirigée en sens contraire de 
leur origine sera 

\iy - xY + [f - rY ^ [z^ - z^f 

OU 

_j /n/it 



I ^^x' - xY -\^[f --yY -\-[%' ^zY 
m dx 



On aura pareillement 



d. 



mm" 



I ^ slïx"- xY -4- [y''-yY -^ [^"^ ^)' 
. m ' dx 

i8. 
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pour l'action de m" sur m, décomposée parallèlement à l'axe des a?, et 
ainsi du reste. Soit donc 

^ mm' 



v^^'-^î'- 'r'-r)'-*--(2'-2)^ 



mm'' 



%[^'-^r--~'y'~r?-^\^"-^'i' 



m'm" 



>. étant ainsi la somme des produits deux a deux des masses m, m\ 

m" divisés par leurs distances respectives; - ^ exprimera la 

somme des actions des corps m\ jri\,., sur m, décomposées parallèle- 
ment à Taxe des x, en sens contraire de l'origine des coordonnées. En 
désignant donc par dt l'élément du temps, supposé constant, on aura, 
par les principes de Dynamique exposés dans le Livre précédent, 

""- "^W^- ai' 
On aura pareillement 

dt^ ôz 

Si Ton considère de la même manière l'action des corps m, m", . . . 
sur m'; celle des corps m, m', . . . sur m", et ainsi du reste, on aura les 
équations 

o = w —7-7- - -; — 7 f O - m ■' . — -T — 7 ) o . - /w , . — -r~, ï 

dt^ ôx' dt^ àf dt^ ôz' 

,,d^x" âl * „d^r'' 01 ^d^z" dl 

dt^ Ox'' . dt^ ôx di^ ôz" 



La détermination des mouvements de m, m', m", . . . dépend de l'inté- 
gration de ces équations différentielles; mais il n'a été possible jus- 
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qu'ici de les intégrer complètement que dans le seul cas où le système 
n'est composé que de deux corps. Dans les autres cas, on n'a pu ob- 
tenir qu'un petit nombre d'intégrales rigoureuses, que nous allons 
développer. 

8. Pour cela, considérons d'abord les équations différentielles en x, 
x\ x'\ ... ; en les ajoutant ensemble, et en observant que, par la na- 
ture de la fonction X , on a 

à\ d\ (Yk 



on aura 



dx ôx' dx" 






On aura pareillement 






Soient X, Y, Z les trois coordonnées du centre de gravité du système; 
on aura, par la propriété de ce centre, 

\. — — ^ 9 I — ~^ 9 £i -■ ' — = ^ 

z m 2t m Z m 

on aura donc 

d^\ rf^Y rf«Z 

dt^ dt^ dt^ 

d'où l'on tire, en intégrant, 

a, 6, à, b\ a", b" étant des constantes arbitraires. On voit par là que le 
mouvement du centre de gravité du système est rectiligne et uniforme, 
et qu'ainsi il n'est point altéré par l'action réciproque des corps du sys- 
tème ; ce qui est conforme à ce que nous avons vu dans le Chapitre Y du 
premier Livre. 
Reprenons les équations différentielles du mouvement de ces corps. 
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Si Ton multiplie les équations différentielles en y^ y\ y'\ . . . respecti- 
vement par X, x\ x'\ . . . , et qu'on les ajoute aux équations différen- 
tielles en X, x\ x\ . . . ,' multipliées ^respectivement par — v, —y\ 
— j'\ . . ., on aura 

xd^r — yd^x ,x'd^r' — r'd^x' 

" --' "" —^dti — ^ "* — -rf/î — 



"^ ÔX 


-'■-r 


ôx' 


-■1- . . 


• 


— x—- 


— X 


, ôl 

ày' 


• 


• 

• • » 



mais la nature de la fonction X donne 



ôl , ôl ôl , ôl 



"=^rxi--r -xz.' -^'--^-Âz.-'^ 



ôx '^ ôx' ôy ôy' 

on aura donc, en intégrant l'équation précédente. 



c -- 2 m - 



xdy^ — rdx 






dt 

On trouvera semblablement 

dt dt 

C, c\ c'' étant des constantes arbitraires. Ces trois intégralçs renferment 
le principe des aires, que nous avons exposé dans le Chapitre Y du pre- 
mier Livre. 

Enfin, si l'on multiplie les équations différentielles en x, x\ x'\ . . . 
respectivement par dx^ dx\ dx'\ ... ; celles en j, j, . . . respective- 
ment par dy^ dy\ ... ; celles en z, z\... respectivement par dz^ dz\ . . ., 
et qu'on les ajoute ensemble, on aura 

-, dxd^x-^ drd^r -^- dz d^ z ,., 
« = 2 m '^ rfX, 



• A » 



et, en mtegrant 



. « dx^ ',' dr^ -f- dz^ . 
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h étant une nouvelle arbitraire. Cette intégrale renferme le principe de 
la conservation des forces vives, exposé d^ps le Chapitre Y du premier 
Livre. 

Les sept intégrales précédentes sont les seules intégrales rigoureuses 
que Ton a pu obtenir jusqu'à présent : dans le cas où le système n'est 
composé que de deux corps, elles réduisent la détermination de leurs 
mouvements à des équations différentielles du premier ordre, que Ton 
peut intégrer, comme on le verra dans la suite; mais, lorsque le sys- 
tème est formé de trois ou d'un plus grand nombre de corps, il faut 
nécessairement recourir aux méthodes d'approximation. 

9. Comme on ne peut observer que des mouvements relatifs, on rap- 
porte les mouvements des planètes et des comètes au centre du Soleil, 
et les mouvements des satellites au centre de leurs planètes. Ainsi, 
pour comparer la théorie aux observations, il faut déterminer le mou- 
vement relatif d'un système de corps autour d'un corps considéré 
comme le centre de leurs mouvements. 

Soit M ce dernier corps, m, m\ m", . . . étant les autres corps dont on 
cherche le mouvement relatif autour de M; soient J[, H et y les coordon- 
nées rectangles de M; X,-\-x, n-+-j, ^-\- z celles de m; X.-^x', H -f-y't 
y -4- z' celles de m\ etc.; il est visible que rc, y, z seront les coordonnées 
de m par rapport à M; que x\ y\ z' seront celles de m par rapport au 
même corps, et ainsi du. reste. Nommons r, r', ... les distances de m, 
m\ . . . au corps M, en sorte que 



= V^:r» -h/-» H- zS r'=v^x'2«-i-7-'a^z'S..., 



et supposons 



yl{x' - X)* -^ [f - rY + [z- - 


-zY 


mm" 




<^[x' xjï-t-ij" r)*+[z' 


-z)« 


m'm' 





^J\x^'—x')*+ (r'-r ')*-<-( 2*- •»')» 
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Cela posé, Faction de m sur M, décomposée parallèlement à Taxe des x 

et en sens contraire de leur origine, sera — j-; celle de m sur M, décom- 



m'x' 



posée suivant la même direction, sera — r,-' ^^ ^\\i^\ du reste. On aura 
donc, pour déterminer ?I, l'équation différentielle 



rf^Ç «. mx 



on aura pareillement 



d'^y ^ mz 

L'action de M sur m, décomposée parallèlement à l'axe des a?, et diri- 
gée en sens contraire de leur origine, sera — — -^ et la somme des 
actions des corps m\ m'\ . . . sur m, décomposées suivant la même 

direction, sera — -t-\ on aura donc 

m dx 

rfa(g • x) Mx I ôl 

en substituant au lieu de -7-f sa valeur i-'^^? on aura 

dt^ r^ 

d^x Mx y mx I àï. 
''' ^ i/72 7» 7^ ' m ôx' 

on aura pareillement 

d^z Mz y mz I d\ 

Si l'on change successivement, dans les équations (i), (j), (3), les 
quantités m, x, y, z dans celles-ci, m\ x\ v', z \ ni\ x'\ v", 5", etc.. 
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et réciproquement, on aura les équations du mouvement des corps m! , 
m'\ . . . autour de M. 

Si Ton multiplie l'équation différentielle en X, par M -h 2m, celle 
en X par m, celle en-ar' par m', et ainsi du reste; en les ajoutant en- 
semble, et en observant que, par la nature de la fonction X, on n 

on aura 

d'où l'on tire, en intégrant, 

, Jtmx 

M -h im 

aeib étant deux constantes arbitraires. On aura pareillement 

M -f- 2 m 

„ tu ILmz 

' M-h2m 

a\ b'y a'\ h" étant des constantes arbitraires : on aura ainsi le mouve- 
ment absolu de M dans l'espace, lorsque les mouvements relatifs de m, 
m\. . . autour de lui seront connus. 

Si l'on multiplie l'équation différentielle en x par 

2/wv 
•^ M H- 2/w 

et l'équation différentielle en y par 

2mx 



mx — m 



M-4-2m' 



si l'on multiplie pareillement l'équation différentielle en x' par 



.'a-' 



2mr 



— m y -\- m r^ =s — •> 

•^ M + 2m 

OEuvres de L, — I. 19 
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et l'équation différentielle en j^' par 



M - 2m 



et ainsi du reste; si Ton ajoute ensuite toutes ces équations, en obser- 
vant que la nature de la fonction X donne 

« 

-, ôl -, JX « dX « c)). 

o 2iX-- iy .-? o 2- ^ o :2-— > 
ôy "^ Ox Ox Oy 

on aura 

^ xd^r rd^x Imx „ d^r imy ^ d*x 

o Zm '—j-, ^f V" ^^~7rr ' \m — ^s — 2111-7-—? 

dt^ M 2m dt^ M — 2m <//' 

* 

équation dont l'intégrale est 

const. 2m — ,r ~ ki v — 2m -57-"-^^ ^ — 2m -7-? 

dt M- 2ém dt M --2m dt 

ou 

^ dt dt 

c étant une constante arbitraire. On parviendra de la même manière 
aux deux intégrales suivantes : 

.^, , .. -, xdz — zdx ^- ,[x'--x][dz'--dz\'-[z'- z][dx' - dx) 

i51 c' -M2m -77 1mm' > ' — —■'-..— ^ 

dt at 

{iz\ ^ iL*v rdz-zdr V 'iX' 'T)[d^'- dz) - [z'-- z][dx' -dy) 
' , dt dt 

c\ c" étant deux nouvelles arbitraires. 

Si Ton multiplie l'équation différentielle en x par 

, ïmdx 

7.mdx 2 m V. — -^ — t 

M -: Zm 

l'équation différentielle en y par 

, Imdy 

^.mdy — 2m ïi v= — ? 

•^ Mh 2m 
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l'équation différentielle en z par 

j ïmdz 

T-maZ — 2/11 ri- — « 



M-f-2/ir 

si Ton multiplie pareillement Téquation différentielle en af par 

, , , , Imdx 

imdx —o.m îi V — ' 

^ M -t-2.m 

Téquation différentielle en y' par 

, , , , ïmdr 

•^ M -him 

Téquation différentielle en z' par 

, , , . Imdz 

2m dz — 2m :^ --,- î 

M -;- 2 m 

et ainsi du reste ; si Ton ajoute ensuite ces diverses équations, en ob- 
servant que 

ox oy oz 

on aura 

„ dxd^x \-dyd^r -dzd^z ^ïrndx ^md^x 

dt^ M H- 2. m dt^ 

ce qui donne, en intégrant, 

- dx^' -dr^-r^dz^ {lmdxy-^-(lmdrV-\-{2mdz)^ ^,«/w 

consl. - im j-r-- -rîûiT~x — \~j:^ 2M2— 2/^ 

rf/2 [M-{-Ztm)dt^ r 

OU 

lA^Mlm ^^ r-lmm '~dn^ ~ 

f --(2M2^-4-2x){M-+-2m), 

h étant une constante arbitraire. Nous sommes déjà parvenus à ces 
diverses intégrales, dans le Chapitre V du premier Livre, relativement 

'9- • 
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à un système de corps qui réagissent les uns sur les autres d'une ma- 
nière quelconque; mais, vu leur utilité dans la théorie du système du 
inonde, nous avons cru devoir les démontrer ici de nouveau. 

10. Ces intégrales étant les seules que Ton ait obtenues dans Fétat 
;ictuel de l'Analyse, on est forcé de recourir aux méthodes d'approxi- 
mation , et de profiter des facilités qu'offre pour cet objet la constitu- 
tion du système du monde. Une des principales tient à ce que le sys- 
tème solaire est partagé en systèmes partiels, formés par les planètes 
«*t par leurs satellites : ces systèmes sont tels, que les distances des 
satellites à leur planète sont considérablement plus petites que la di- 
stance de la planète au Soleil : il en résulte que, l'action du Soleil 
étant à peu près la même sur la planète et sur ses satellites, ceux-ci 
se meuvent à peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action de la pla- 
nète. Il en résulte encore cette propriété remarquable, savoir, que le 
mouvement du centre de gravité d'une planète et de ses satellites est, 
à fort peu près, le même que si tous ces corps étaient réunis à ce centre. 

Pour le démontrer, supposons que les distances mutuelles des corps 
' /??, m', m"^ . . . soient très-petites par rapport à la distance de leur 
centre commun de gravité au corps M. Soit 

X "-- X -r- X,, y --^\ — y',j z ~ -Ta -.- Zf9 



X, Y, Z étant les coordonnées du centre de gravité du système des 
corps m, m\ m",...; l'origine de ces coordonnées étant, ainsi que 
celle des coordonnées x, v, z, x\ y\ s', . . . , au centre de M. Il est clair 
que j?^, V,, 5^, a?] , . . . seront les coordonnées de m, m', . . ., relative- 
ment à leur centre commun de gravité; nous les supposerons très- 
petites du premier ordre par rapport à X, Y, Z. Cela posé, on aura, 
comme on l'a vu dans le premier Livre, la force qui sollicite le centre 
de gravité du système parallèlement à une droite quelconque, en pre- 
nant la somme des forces qui animent les corps parallèlement à cette 
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droite, multipliées respectivement par leurs masses, et en divisant 
cette somme par la somme des masses. On a vu de plus, dans le même 
Livre, que l'action mutuelle des corps liés entre eux d'une manière , 
quelconque n'altère point le mouvement du centre de gravité du sys- 
tème, et, par le n® 8, l'attraction mutuelle des corps n'influe point sur 
ce mouvement; il suffit donc, dans la recherche des forces qui animent 
le centre de gravité du système, d'avoir égard à l'action du corps M, 
étranger à ce système. 

L'action de M sur m, décomposée parallèlement à l'axe des x et en 

sens contraire de leur origine, est '—\ la force entière qui sollicite 

parallèlement à cette droite le centre de gravité du système des corps 
m, m',. . . est donc 

M2^ 



2/71 



En substituant au lieu de a? et de r leurs valeurs, on a 

X X -I- ^, 

Si l'on néglige les quantités très-petites du second ordre, c'est-à-dire 
les carrés et les produits des variables ^, , y, » 2, . a?^ , . . . ; que l'on 

désigne par R la distance ^X^ 4- Y* -i- Z* du centre de gravité du sys- 
tème au corps M, on aura ' 

_^ _ X. x^ 3X(Xx, -^Yr, H-ZzJ 
r» ^ R» """ R» ■ R5" 

En marquant successivement d'un trait, de deux traits, etc., dans le 
second membre de cette équation, les lettres o?^, j,, z^, on aura les 

valeurs de -7^» >t'"'' ^^^^ ^^ ^' P^^ '^ nature du centre de gravité. 
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ou aui*a donc, aux quantités près du second ordre. 



^ ^ r» MX 

iiinsi le centre de gravité du système est à très-peu près sollicité parai- 
IMeiiient a Taxe des x par Faction du corps M, comme si tous les corps 
du système étaient réunis à ce centre. Le même résultat a éTidemment 
lieu relativement aux axes des v et des :;; en sorte que les forces dont 
le centre de gravité du système est animé parallèlement à ces axes par 

Taetion de M sont — ^- et — ^j-- 

Lorsque l'on considère le mouvement relatif du centre de gravité du 
système autour de M, il faut lui transporter en sens contraire la force 
qui sollicite ce corps. Cette force résultante de Faction de m, m\ m'\... 
sur M, et décomposée parallèlement aux x en sens contraire de leur 

origine, est i - ^ ; si Ton néglige les quantités du second ordre, cette 

lonctiou est, par ce qui précède, égîile à 

H* 

Pareillement, les forces dont M est animé par Faction du système pa- 
rallèlement aux axes des v et des c, en sens contraire de leur origine, 

sont 

i.i _ — . 
R5 ' R» 

i)ï\ voit ainsi que Faction du système sur le corps M est à très-peu près 
la même que si tous les corps de ce système étaient réunis à leur centre 
commun de gravité. En transportant à ce centre, et avec un signe con- 
traire, les trois fondes précédentes, ce point sera sollicité parallèlement 
aux axes des .r, des v et des 3, dans son mouvement relatif autour 
d<* M, par les trois fondes suivantes : 

\ ^ 7 
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Ces forces sont les mêmes que si tous les corps m, m\ wl\ . . . étaient 
réunis à leur centre commun de gravité ; ce centre se meut donc» aux 
quantités près du second ordre, comme si tous ces corps y étaient 
réunis. 

Il suit de 'là que, si l'on a plusieurs systèmes dont les centres de gra- 
vité soient fort éloignés les uns des autres relativement aux distances 
respectives des corps de chaque système, ces centres seront mus, à fort 
peu près, comme si les corps de chaque système y étaient réunis; car 
Faction du premier système sur chaque corps du second système est, 
par ce qui vient d'être dit, la même à très-peu près que si les corps du 
premier système étaient réunis à leur centre commun de gravité; l'ac- 
tion du premier système sur le centre de gravité du second sera donc, 
parce qui précède, la même que dans cette hypothèse; d'où l'on peut 
généralement conclure que 4'action réciproque des différents systèmes 
sur leurs centres de gravité respectifs est la même que si les corps de 
chaque système y étaient réunis, et qu'ainsi ces centres se meuvent 
comme dans le cas de cette réunion. Il est visible que ce résultat a éga- 
lement lieu, les corps de chaque système étant libres, ou liés entre eux 
d'une manière quelconque; parce que leur action mutuelle n'influe 
point sur le mouvement de leur centre commun de gravité. 

Le système d'une planète agit donc à très-peu près sur les autres 
corps du système solaire comme si la planète et ses satellites étaient 
réunis à leur centre commun de gravité, et ce centre est attiré par les 
difl*érents corps du système solaire comme dans cette hypothèse. 

Chaque corps céleste étant la réunion d'une infinité de molécules 
douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très-petites rela- 
tivement à sa distance aux autres corps du système du monde, son 
centre de gravité est à très-peu près attiré comme si toute sa masse 
y était réunie, et il agit luî-même sur ces différents corps comme dans 
cette supposition; on peut donc, dans la recherche du mouvement des 
centres de gravité des corps célestes, considérer ces différents corps 
comme autant de points massifs placés à leurs centres de gravité. Mais 
la sphéricité des planètes et de leurs satellites rend cette supposition, 
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déjà fort approchée» beaucoup plus exacte encore. En effet, ces divers 
corps peuvent être considérés comme étant formés de couches à très- 
peu près sphériques, d*une densité variable suivant une loi quelconque, 
et nous allons faire voir que Faction d'une couche sphérique sur un 
corps qui lui est extérieur est la même que si sa masse était réunie à 
son centre. Pour cela, nous allons établir sur les attractions des sphé- 
roides quelques propositions générales qui nous seront très-utiles dans 
la suite. 

11. Soient Xy j, z les trois coordonnées du point attiré, que nous 
désignerons par m; soient rfM une molécule du sphéroïde, et x\ y\ z' 
les coordonnées de cette molécule; si l'on nomme p sa densité, p étant 
une fonction de x\ y\ z\ indépendante de ar, r, s, on aura 

L'action de rfM sur m, décomposée parallèlement à Taxe des x et diri- 
gée vers leur origine, sera 



p dx'dr'dz' x — x' 
\ix — x'''-\- )'-r''-H z — z']'^f 

et par conséquent elle sera égale à 

çi dx'dr'dz' 



.1» 



d. 

" /_ . 
ôx 



V'.r — .r')* -i- j'- y^' '^ -^ ^z — . 



en nommant donc V l'intégrale 

p dx'dr'dz' 



h 



w 

étendue à la masse entière du sphéroïde, on aura — -:- pour l'action 

totale du sphéroïde sur le point m, décomposée parallèlement à Taxe 
des X et dirigée vers leur origine. 

V est la somme des molécules di; sphéroïde divisées par leurs di- 
stances respectives au point attiré ; pour avoir l'attraction du sphéroïde 
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sur ce point parallèlement à une droite quelconque» il faut donc con- 
sidérer Y comme fonction de trois coordonnées rectangles, dont Tune 
soit parallèle à cette droite, et différentier cette fonction relativement 
à cette coordonnée; le coefficient de cette différentielle, pris avec un 
signe contraire, sera Texpression de l'attraction du sphéroïde parallè- 
lement à la droite donnée, et dirigée vers Torigine de la coordonnée 
^ui lui est parallèle. 

Si l'on représente par 6 la fonction [{o^^—^'y-^iy—y'Y'^iz'-'zY] -^ 
on aura 

m 

L'intégration n'étant relative qu'aux variables x\ y\ z\ il est clair que 
l'on aura 



()2V d^y 



ôx'^ ôx'^ 



._^j^dx'drdz'(^^-^^^ 



dz'^J' 



mais on a 



O =: 



d^g ô^ê Ô^& 



dx^ dx^ àz^' 



on aura donc pareillement 



(AJ 



ô^y ô^Y ô^\ 

0=1 ^-^ -+- 



ôx^ dx^ ^2^' 



cette équation remarquable nous sera de la plus grande utilité dans 
la théorie de la figure des corps célestes. On peut lui donner d'autres 
formes plus commodes dans diverses circonstances; concevons, par 
exemple, que de l'origine des coordonnées on mène au point attiré un 
rayon, que nous nommerons r; soit 6 l'angle que ce rayon fait avec 
l'axe dès x, et u l'angle que le plan formé par r et par cet axe fait 
avec le plan des x et des y ; on aura 



x=:rcosOf y = rsin6cosm, z=zrs\n6sînm, 



d'où l'on tire 



Œuvres de L, — 1. 



X ' Z 

==9 Ungçy=: — 



20 
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On pourra ainsi avoir les différences partielles de r, et a relativement 

aux variables x, v, z, et Ton en conclura les valeurs de -t-t» :r^' :rT- 

dx^ dy^ dz^ 

en difl*érences partielles de V relatives aux variables r, et u. Comme 
nous ferons souvent usage de ces transformations des différences par- 
tielles, il est utile d'en rappeler ici le principe. En considérant V 
comme fonction des variables x, y,z, et ensuite des variables r, 6 et u, 
on a 

()x ôr ôx 09 ôx 0x3 <)x 

Pour avoir les différences partielles -r-? -r-i ^-^ il ne faut faire varier 

^ Ox Ox ôx 

que X dans les exprCvSsions précédentes de r, cosO et tangu; en difle- 
rentiant donc ces expressions, on aura 



ce qui donne 



ôr . 00 sinO ôrn 

-r- = C0S9, -r- 9 ^i— r O, 

ôx ôx r ôx 



ô\ ^ô\ siuO ô\ 

— cosy ,v 

Ox ôr r ôO 



ÔV ' 

On aura donc ainsi la différence partielle - en différences partielles 
de la fonction V, prises par rapport aux variables r, et ct. En différen- 
tiant de nouveau cette valeur de y-- ^ on aura la différentielle partielle 
-7—? en différences partielles de V, prises par rapport aux variables r, 
8 et cj. On aura, par le même procédé, les valeurs de y-j et -p^-- 
On transformera» de cette manière, Téquation (A) dans la suivante 

„ . ô^\ cosO ô\ ÔTs'^ ô^.r\ 

ôO^ sinO 00 sïn^O ^ Or^ 

et, si l'on fait cosO — a, cette équation deviendra 

. ^àV ô^\ 

' ' ôiJ. i — u^ ôr'^ 
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12. Supposons maintenant que le sphécoide soit une couche sphé- 
rique dont le centre soit à l'origine des coordonnées; il est clair que V 
ne dépendra que de r, et qu'il ne renfermera ni jx ni cr; l'équation (C) 
donnera donc 






d'où l'on tire, en intégrant, 



r 



A et B étant deux constantes arbitraires. On a donc 

dr ~~ r^' 

— -T- exprime, par ce qui précède, l'action de la couche sphérique sur 

le point m, décomposée suivant le rayon r et dirigée vers le centre de 
la couche; or il est clair que l'action totale de la. couche doit être diri- 
gée suivant ce rayoa; — -r- exprime donc l'action totale die la couche 

sphérique sur le point m. 

Supposons d'abord ce point placé au dedans de la couche. S'il était au 

centre même, l'action de la couche serait nulle; on a donc .— — o, 

or 

B 

ou — =1^0, lorsque ri-o, ce qui donne B — o, et par conséquent 

— ^= o, quel que soit r; d'où il suit qu'un point placé dans l'inté- 
rieur de la couche n'en éprouve aucune action, ou, ce qui revient au 
même, il est également attiré de toutes parts. 

Si le point m est situé au dehors de la couche sphérique, il est 
visible qu'en le supposant infiniment éloigné de son centre, l'action 
de la couche sur ce point sera la même que si toute la masse de la 
couche était réunie à ce centre; en nommant donc M la masse de cette 

couche, — 3- ou -y deviendra, dans ce cas, égal à — ? ce qui donne 

20. 
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B = M ; on a donc généralement, par rapport aux points extérieurs, 

d\ M 



ôr r* 



c'est-à-dire que la couche sphérique les attire comme si toute sa masse 
était réunie à son centre. 

Une sphère étant une couche sphérique dont le rayon de la surface 
intérieure est nul, on voit que son attraction sur un point placé à sa sur- 
face ou au delà est la même que si sa masse était réunie à son centre. 

Ce résultât a encore lieu pour les globes formés de couches concen- 
triques d'une densité variable du centre à la circonférence suivant une 
ioi quelconque, puisqu'il est vrai pour chacune de ces couches : ainsi, 
le Soleil, les planètes et les satellites pouvant être considérés, à très- 
peu près, comme des globes de cette nature, ils attirent, à fort peu 
près, les corps extérieurs comme si Ton supposait leurs masses réu- 
nies à leurs centres de gravité, ce qui est conforme à ce que nous avons 
trouvé par les observations, dans le n^ 5. A la vérité, la figure des 
corps célestes s'écarte un peu de la sphère; mais la différence est très- 
petite, et l'erreur qui en résulte sur la supposition précédente est du 
même ordre que cette différence, relativement aux points voisins de 
leur surface; et, relativement aux points éloignés, l'erreur est du même 
ordre que le produit de cette différence par le carré du rapport des 
rayons des corps attirants à leurs distances aux points attirés; car on 
a vu, dans le n^ 10, que la considération seule de Téloignement des 
points attirés rend l'erreur de la supposition précédente du même 
ordre que le carré de ce rapport. Les corps célestes s'attirent donc, à 
très -peu près, comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres 
de gravité, non-seulement parce qu'ils sont fort éloignés les uns des 
autres relativement à Jeurs dimensions respectives, mais encore parce 
que leurs figures différent très-peu de la sphère. 

La propriété dont les sphères jouissent dans la loi de la nature, d'at- 
tirer cpmme si leurs masses étaient réunies à leurs centres, est très-re- 
marquable, et Ton peut être curieux de savoir si elle a lieu dans d'au- 
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très lois d'attraction. Pour cela, nous observerons que, si la loi de la 
pesanteur est telle^ qu'une sphère homogène attire un point placé au 
dehors comme si toute sa masse était réunie à son centre , le même 
résultat doit avoir lieu pour une couche sphérique d'une épaisseur 
constante; car, si l'on enlève à une sphère une couche sphérique d'une 
épaisseur constante, on formera une nouvelle sphère d'un plus petit 
rayon, mais qui aura, ainsi que la première, la propriété d'attirer 
comme si toute sa masse était réunie à son centre ; or il est évident 

• 

que ces deux sphères ne peuvent avoir cette propriété commune qu'au- 
tant qu'elle l'est encore à la couche sphérique qui forme leur différence. 
Le problème se réduit donc à déterminer les lois d'attraction suivant 
lesquelles une couche sphérique d'une épaisseur infiniment petite et 
constante attire un point extérieur comme si toute sa masse était 
réunie à son centre. 

Soit r la distance du point attiré au centre de la couche sphérique, 
u le rayon de cette couche, et du son épaisseur. Soit 8 l'angle que le 
rayon u fait avec la droite r, xs l'angle que le plan qui passe par les 
deux droites r et a fait avec un plan fixe passant par la droite r; l'élé- 
ment de la couche sphérique sera u^dudxsdHûn^. Si l'on nomme en- 
suite / la distance de cet élément au point attiré, on aura 

Représentons par <p(/) la loi de l'attraction à la distance/; l'action de 
l'élément de la couche sur le point attiré, décomposée parallèlement 
à r et dirigée vers le centre de la couche , sera 

* 

•u^dudfsddsinO ^ ?(/)» 

mais on a 

r — «cosO _ df 

ce qui donne à la quantité précédente cette forme 

•m 

u^dudfsde sine ^(^{f)\ 
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partant, si Ton désigne Sdfcf{f) par o,(/), on aura Faction entière 
de la couche sphérique sur le point attiré, aq moyen de Tintégrale 
u^ du fdn dh sinHo,{/ ), différentiée par rapport à r et divisée par dSr. 

•Cette intégrale doit être prise relativement à tr, depuis = jus- • 
qu'à cT égal à la circonférence, et après cette intégration elle devient 

27: M* dufdO sin 69, (/), 

:: étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Si Ton diOerentie 
la valeur de /par rapport k 0, on aura 

\fdf 



de sin e -- ^~ - 1 

ru 



et par conséquent 



'?.T.u^dufdfJs\nOo,[f) s ^r/-"!,- ffdf^Af) 



L'intégrale relative a 6 doit être prise depuis 6 -- o jusqu'à 8 r= ?:, et 
à ces deux limites on a/— r—u et/ - r-h u; ainsi l'intégrale rela- 
tive à/ doit être prise depuis/ - r — u jusqu'à /-- r-f- w; soit donc 
//#?X/)- 'K/); onaura 

Le coelRcient de rfr, dans la différentielle du second membre de cette 
équation prise par rapport à r, donnera l'attraction de la couche sphé- 
4'ique sur le point attiré, et il est facile d'en conclure que dans la na- 
ture, où 9(/) -- y:; 9 cctto attractiou est égale à .^ " > c'est-à-dire 

qu'elle est la même que si toute la masse de la couche sphérique était 
réunie à son centre, ce qui fournit une nouvelle démonstration de 
la propriété que nous avons établie précédemment sur l'attraction des 
sphères. 

Déterminons maintenant ç(/) d'après la condition que l'attraction 
de la couche est la même que si sa masse était réunie à son centre. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE II. 159 

Cette masse est égale à [{izu^du^ et, si elle était réunie à son centre, 
son action sur Te point attiré serait 4^u''<^?(r); on aura Afinc 

d.i[,|(r+«)-|(r-«)]* 



IT\^ 



D) T.'Kudu — — 47^w^rfa9(^); 



en intégrant par rapport à r, on aura 



•^(r-f- m) — vp(r— m) =: irufdr(f[r) -4- rU, 

U étant une fonction de u et de constantes, ajoutée à l'intégrale 
2ufdrff{r). Si l'on représente ^{r-h u) — ^r— u) par R, on* aura, 
en différentiant l'équation précédente, 

<PK , , . do{-r) d^K (Pi: 

mais on a, par la nature de la fonction R, 



partant 



ou 





d^R d»R 






dr^ ôu^ ' 




i^?.cp(i 


')-'^)= 




r 


doir) i 
ar 0.U 





• 



» 



Ainsi, le premier membre de cette équation étant indépendant de u, 

* 

et le second membre étant indépendant de r, chacun de ces membres 
doit être égal à une constante arbitraire, que nous désignerons par 3A; 
on a donc 



29;r) ^ rf9(r) __ ^^ 
r rfr ' 



d'où Ton tire, en intégrant, 



<p(r;=:Ar-f- — , 



160 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

B étant une nouvelle constante arbitraire. Toutes les lois d'attraction 
dans lesqijielles une sphère agit sur. un point extérieur placé à la dis- 
tance r de son centre comme si toute sa masse était réunie à ce centre 
sont donc comprises dans la formule générale 

m 

il est aisé de voir qu'en effet cette valeur satisfait à l'équation (D), 
quels que soient Â et B. 

Si l'on suppose A — o, on aura la loi de la nature, et l'on voit que, 
dans le nombre infini des lois qui rendent l'attraction très-petite à de 
grandes distances, celle de la nature est la seule dans laquelle les 
sphères ont la propriété d'agir comme si leurs masses étaient réunies 
à leurs (îentres. 

Cette loi est encore la seule dans laquelle un corps placé au dedans 

d'une couche sphérique, partout d'égale épaisseur, est également attiré 

. de toutes parts. Il résulte de l'analyse précédente que l'attraction de 

la couche sphérique, dont l'épaisseur est du^ sur un point placé dans 

son intérieur, a pour expression 

or 

Pour que cette fonction soit nulle, on doit avoir 

^[u-\- r] — ^[u — t^] — rU, 

U étant une fonction de u indépendante de r, et il est facile de voir que 

B 

cela a lieu dans la loi de la nature où <?(/) = ^- Mais, pour faire voir 

que cela n'a lieu que dans cette loi, nous désignerons par ^'(/) la 
différence de ^(/) divisée par df; nous désignerons encore par Y[f) 
. la différence de ^'(/) divisée par df, et ainsi de suite; nous aurons 
ainsi, en différentiant deux fois de suite l'équation précédente par rap- 
port à r, 

Y\ u-hr) — ^[u — r)=o. 



é 
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Cette équation ayant lieu, quels que soient u et r, il en résulte que 
6"'/) doit éitre égal à une constante, quel que soit/, et qu'ainsi 
i"'(/) — o; or on a, par ce qui précède, 



d'où Ton tire 



on a donc 



^'i/;-/?//:. 



r;/ --^9/:-^/?';/; 



o r:9.(p ;/; -v/v'X, 



B 

ce qui donne, en intégrant, ^{/) - j^t et par conséquent la loi de la 
nature. 



13. Reprenons Téquation (G) du n^ 11. Si Ton pouvait intégrer gé- 
néralement cette équation, on aurait une expression de Y qui renfer- 
merait deux fonctions arbitraires, que Ton déterminerait en cherchant 
l'attraction du sphéroïde sur un point situé dans une position qui faci- 
lite cette recherche, et en comparant cette attraction à son expression 
générale. Mais l'intégration de l'équation (G) n'est possible que dans 
quelques cas particuliers, tels que celui où le sphéroïde attirant est 
une sphère, ce qui réduit cette équation aux différences ordinaires; 
elle est encore possible dans le cas où ce sphéroïde est un cylindre dont 
la base est une courbe rentrante, et dont la longueur est infinie : on 
verra, dans le troisième Livre, que ce cas particulier renferme la théorie 
des anneaux de Saturne. 

Fixons l'origine des r sur l'axe même du cylindre, que nous suppo- 
serons d'une longueur infinie de chaque côté de cette origine. En nom- 
mant f la distance du point attiré à l'a^e, on aura 



/ 



r r= r i/ 1 



V ' — F 



3 



U est visible que V ne dépend que de r' et de tr, puisqu'il est le même 
pour tous les points relativement auxquels ces deux variables sont les 
mêmes; il ne renferme donc [/. qu'autant que r' est fonction de cette 

Œuvres de £. — ï. 21 
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variable, ce qui donne 



d\ 


d\ ôr' 
" ôr' ou " 

r^fi^ ô^\ 
I /x^ ôr'* 


ru ÔV 

* , 


du 

t 
i 


^i--a« àr 

r ô\ 

al àr'' 

1 - a* 'i 



Téquation C devient ainsi 

,fPV ô*\ ,ô\ 

o : r * -• r — • 

ôr'* ÔTS* ôr' 

(Voix Ton tire, en intégrant, 

\ g! rcoscy — r' ^ -i sïnxs) -.- v|;(r'cosBj -r' v — i sini?:, 

f r ) et 'Kr') étant des fonctions arbitraires de r\ que Ton pourra 
déterminer en cherchant Tattraction du cylindre lorsque cr est nul , et 
lorsqu'il est égal à un angle droit. 

Si la base du cylindre est un cercle, V sera évidemment une fonction 
de r\ indépendante de tr; Téquation précédente aux différences par- 
tielles deviendra ainsi 

"" ' ôF'*-' ' ôF' 



ce qui donne, en intégrant. 



ô\ H 
ô? r' 



H étant une constante. Pour la déterminer, nous supposerons r' extrê- 
mement grand par rapport au rayon de la base du cylindre, ce qui 
permejl de considérer le cylindre comme une ligne droite infinie. Soit 
A cette base, et z la distance d'un point quelconque de Taxe du cy- 
lindre au point où cet axe est rencontré par r'; l'action du cylindre, 
considéré comme concentré sur son axe, sera, parallèlement à r\ 
égale à 



/; 



Ar'dz 



(r'^-hz 



•T 
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l'intégrale étant prise depuis z - - oo jusqu'à z = 00 , ce qui réduit 

cette intégrale à — r; c'est l'expression de — ^» lorsque r est très- 
considérable. En la comparant à la précédente, on a H=i= 2A, et l'on 
voit que, quel que soit r', l'action du cylindre sur un point extérieur 

. 2A 
est — 7 • 

r' • 

Si le point attiré est au dedans d'une couche cylindrique circu- 
laire, d'une épaisseur constante et d'une longueur infinie, on a encore 

— ^ — -7; et, comme l'attraction est nulle lorsque le point attiré est 

sur l'axe même de la couche, on a H = o, et par conséquent un point 
placé dans l'intérieur de la couche est également attiré de toutes parts. 

14. On peut étendre au mouvement d'un corps les équations (A)/ 
(B) et (C) du n** 11, et en tirer une équation de condition très-utile, 
soit pour vérifier les calculs de la théorie, soit pour vérifier la théorie 
même de la pesanteur universelle. Les équations difierentielles (i), 
(2), (3) du n® 9, qui déterminent le mouvement relatif de m autour 
de M, peuvent être mises sous cette forme 

d^dQ d^ dQ d^z ôQ 

' dt^ " dx ' dt^ "" ùy ' dt^ " ôz ' 

Q étant égal à 

M -4- m ^ m'[xx' -^^' -^ zz'\ X 
2, — -7^ h --; 



r'3 m 



et il est facile de voir que l'on a 



ùx^ dx'' '' àz^ ' 

si les variables x\ y\ z\ x'\ . . . , que Q renferme, sont indépendantes 
des or, j et 2. 
Transformons les variables or, j, z en d'autres plus commodes pour 

les usages astronomiques, r étant le rayon mené du centre de M à celui 

21. 
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(le m, nous nommerons v l'angle que la projection de ce rayon sur le 
plan des x et des y fait avec Taxe des x^ et l'inclinaison de r sur le 
même plan ; on aura 

X -— r cos cos t'. 
^•._i rcos^ sinr, 
z :-: rsinî;. 

L'équation Ë) rapportée à ces nouvelles variables sera, par le n® 11 , 

ô^ . ÔQ J^^^)!Q sjnô ()Q 
' dr'^ ' dr ' cos^ô ÔO'^ cos6 dO" 

Si l'on multiplie la première des équations (i) par cosQcos(^, la seconde 
4)ar cosBsini^, la troisième par sinO, et si, pour abréger, on fait 



on aura, en les ajoutant. 

Or 

Pareillement, si Ton multiplie la première des équations (<) par 
— rcosOsinv^, la seconde par rcosOcosi', et qu'ensuite on les ajoute, 
et que l'on suppose 



N'== 



d{r^^cos^6) 



dt 

on aura 

Enfin, si l'on multiplie la première des équations («) par — rsinOcost^, 
la seconde par —rsinOsint^, qu'on les ajoute à la troisième, multi- 
pliée par rcosO, et que Ton fasse 
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on aura 

Les valeurs de r» (^ et renferment six arbitraires introduites par les 
intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires, que 

nous désignerons par a, t, c; Téquation M'=: ^ donnera les trois 



suivantes 



d^Q dr d^Q dv d^Q ÔQ dW 



ôr^ da ôrdv da ôrôO ùa da 

d^Q dr ô^Q dv ô^Q dO _ ÔW 
ôr^ ôb "^ drôv db "^ drôB db "" db. ' 

()2Q dr Ô^O dv d^Q de ÔM' 



ôr^ ôc ôrôv de ôrdO de de 

On tirera de ces équations la valeur de ^-^y et si Ton fail 

di^de^ _dv dO^ 
~ db de de db 

dv^de^ _di^de 
" de da da de ' 

di^dO^^dv^de^ 
^ ~~ da db '~ db da' 

dr dv de dr dv de dr dv de dr dv de dr di^ de dr dv de 



~~ da db de da de db db de da db da de ' de da db de db da 



on aura 



^d^Q dM' dM' dM' 



dr^ " da db '^ de 



Si Ton fait pareillement 

de db db de 

, _dr^de^ _dr^de^ 
da de de da 

, _ dr d9 _ dr d^ 
^ ^ db da da db * 
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Téquation N' — --^ donnera 

dv'^ da db '^ de 



Enfin, si Ton fait 



„ ôr ôv ùr àv 
~' db de de ôb ' 



ôr âv dr dv 
de dâ da de 



n" _, _,_ ^. _. ^ 



f^ "^ dâ db~dbdâ 



Téquation P — -j^ donnera 



^W-'^ dir '-'' db -P 7)7 



L'équation F) deviendra ainsi 

o-zmr^cos^^~sr À nr^cos^ô-,,- •- pr^cos^Ô-v 

da db '^ . de 

,<)N' .d^' ,r)N' 

'-'^-dâ-^^'-db P-dF 

,/ o ^ '^P' „ or ^P' /, o ,. ^>P' 

+- m" cos2 9 -r r-n" ces» 6 -r-,-- 4- K ces» -T- 

da db ^ ()c 

-i-6(2rM'cos2 6 - P'sinôcosô;. 

Dans la théorie de la Lune, on néglige les perturbations que son 
action produit dans le mouvement relatif du Soleil autour de la Terre, 
ce qui revient à regarder sa masse comme infiniment petite. Alors les 
variables x\ y\ z\ relatives au Soleil, sont indépendantes de x, y, s, 
et Téquation (G) a lieu dans cette théorie; il faut donc que les valeurs 
trouvées pour r, i^ et y satisfassent, ce qui donne un moyen de vérifier 
ces valeurs. Si les inégalités observées dans le mouvement de la Lune 
sont le résultat de l'attraction mutuelle de ces trois corps, le Soleil, la 
Terre et la Lune, il faut que les valeurs de r, i^ et 6, tirées des obser- 
vations, satisfassent à Téquation (G), ce qui donne un moyeâ de véri- 
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fier la théorie de la pesanteur universelle; car les longitudes moyennes 
de la Lune, de son périgée et de son nœud ascendant entrent dans ces 
valeurs, et l'on peut prendre pour a, t, c ces longitudes. 

Pareillement, si, dans la théorie des planètes, on néglige le carré 
des forces perturbatrices, ce qui est presque toujours permis, alors, 
dans la théorie de la planète dont les coordonnées sont x, y, z, on 
peut supposer que les coordonnées x\ y\ z\ x'\ . . . des autres planètes 
sont relatives à leur mouvement elliptique, et par conséquent indépen- 
dantes de x^ y^z\ l'équation (G) a donc encore lieu dans cette théorie. 

15. Les çquations diflerentielles du numéro précédent, 

di^-^ïir^osH-r^^,.---. 

(H) \d{r^%cos^e) ^Q 

dt dv' 



r2 



d^Q 



e ,dv^ , ^ ^ 9.rdrde âO 



dn dt'^ dt^ de 

ne sont qu'une combinaison des équations diflerentielles (i) du même 
numéro, mais elles sont plus commodes et plus adaptées aux usages 
astronomiques. On peut leur donner d'autres formes qui peuvent être 
utilesdans diverses circonstances. 

Au lieu des variables r et 9, considérons celles-ci u^is, u étant égal 

il - - -T ou à l'unité divisée par la projection du rayon vecteur ^ur le 

plan des x et des j, et s étant égal à tangB ou à la tangente de la lati- 
tude de m au-dessus du même plan. Si l'on multiplie la seconde des 
équations (H) par r^dvcos^^^ et qu'ensuite on l'intègre, on aura 

h étant une constante arbitraire ; on a donc 

dv 



dt 



"V'"'-I^i 
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Si l'on ajoute la première des équations (H), multipliée par — cosO, 
à la troisième, multipliée par » on aura 



d'où l'on tire 



, du dv^ o^sfàQ s dQ\ 



En substituant pour dt sa valeur précédente et regardant dv comme 
constant, on aura 

dÇj du dQ' s dQ 
d'^u âv u'^dv Ou II as 



03,__..^„.. 



A2-I-2 



rOQ dv 
J dv u'^ 



La troisième des équations (H) deviendra de la même manière, en y 
traitant d\^ comme constant, 

ds ÔQ ,.àQ i)Q 

d^s (Iv iiv as ou 






Un aura donc, an lieu des trois équations diflerentielles (H), les sui- 
vantes 

dt 



K) / ^==rf;;r-^«-- 



dQ du __0Q _if)Q 
d'^u ()v u'^dv du u ()s 



h^ 



J ôv u'^ 



ds ÔQ ÔQ .. ^ 

d^s dv dv du ' ôs 



o --^ 



dv^ 






Si l'on veut éviter les fractions et les radicaux, on pourra donner à ces 
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« 

équations la forme suivante 

• 

d^t 9.diidt ^ôQ dt^ 
dv^ udv^ ôs^ av' 

^ ~~ [dv^ ) y~^ h^J ôv ttV ^ hi \ dv u^dv du u as ) ' 

En employant d'autres coordonnées, on formerait de nouveaux sys- 
tèmes d'équations différentielles : supposons, par exemple, que Ton 
change les coordonnées x et y des équations (t) du n® 14 en d'autres 
relatives à deux axes mobiles situés sur le plan de ces coordonnées, et 
dont le premier indique là longitude moyenne du corps m, tandis que 
le second lui est perpendiculaire. Soient x^ et r, les coordonnées de m 
relativement à ces axes, et désignons par ni + e la longitude moyenne 
de m ou l'angle que l'axe mobile des or, fait avec l'axe des x; on aura 

X ~jr,cos[nt -{- e] —y, sin'/i/ -î- e], X =^x, sîn(/i/-+- e) -h/, cosi/i/ H-e, 

d'où l'on tire, en supposant dt constant, 

d'^xcos[nt -\~ t) -h d^x sin [nt 4- e) — d^x, — n^x, dt^ — indy, dt, 
d'^r cosfn/ -f- e) — d^xsin{nt -h e ) = d^y, — n^y, dt^ -h 9,ndx,dt. 

En substituant dans Q, au lieu de x et de y^ leurs valeurs précédentes, 
on aura 

_::^_cos(n/-^e)-^sm(n/ + £), 

ôy dx, ^ ày, ^ 

Gela posé, les équations différentielles (i) donneront les trois suivantes 

/ d^x, , dr, ôQ 

àQ 



1 


O 


d'z 
dt» 
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Âpres avoir donné les équations différentielles du mouvement d'un 
système de corps soumis à leur attraction mutuelle, et après en avoir 
déterminé les seules intégrales exa<îtes que Ton ait pu obtenir jusqu'à 
présent, il nous reste à intégrer ces équations par des approximations 
successives. Dans le système solaire, les corps célestes se meuvent à 
peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à la force principale qui les 
anime, et les forces perturbatrices sont peu considérables; on peut 
donc, dans une première approximation, ne considérer que l'action 
mutuelle de deux corps, savoir, celle d'une planète ou d'une comète 
et du Soleil dans la théorie des planètes et des comètes, et l'action 
mutuelle d'un satellite et de sa planète dans la théorie des satellites. 
Nous commencerons ainsi par donner une détermination rigoureuse 
du mouvement de deux corps qui s'attirent : cette première approxi- 
mation nous conduira à une seconde dans laquelle nous aurons égard 
à la première puissance des forces perturbatrices; ensuite nous con- 
sidérerons les carrés et les produits de ces forces; en continuant ainsi, 

* 

nous déterminerons les mouvements célestes avec toute la précision 
que les observations comportent. 
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CHAPITRE III. 

PREMIÈRE APPROXIMATION DES MOUVEME!fTS CÉLESTES, OU THÉORIE 

DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 



16. Nous avons déjà fait voir, dans le premier Chapitre, qu'un corps 
attiré vers un point fixe par une force réciproque au carré de la dis- 
tance décrit une section conique; or, dans le mouvement relatif du 
corps m autour de M, ce dernier corps étant considéré comme en 
repos, il faut transporter en sens contraire à m l'action que m exerce 
sur M; ainsi, dans ce mouvement relatif, m est sollicité vers M par 
une force égale à la somme des masses M et m divisée par le carré de 
leur distance; le corps m décrit donc une section conique autour de M. 
Mais l'importance de cet objet dans la théorie du système du monde 
exige que nous le reprenions sous de nouveaux points de vue. 

Pour cela, considérons les équations K du n" 15. Si l'on fait 
MH-/n = (i., il est visible, par le n® 14, qu'en n'ayant égard qu'à 

faction réciproque de M et de m, Q est égal à - ou à --i*-j=; les 
équations [K; deviennent ainsi 

d^s 

L'aire décrite pendant l'élément de tempu tlt piir Im projcuMion dn ru,von 
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vecteur étant égale à — -j la première de ces équations nous apprend 

que cette aire est proportionnelle à cet élément, et qu'ainsi, dans un 
temps fini, elle est proportionnelle au temps. La dernière équation 
donne, en l'intégrant, 

Y et étant deux arbitraires. Enfin la seconde donne par son inté- 
gration 

e et u étant deux nouvelles arbitraires. En substituant dans cette ex- 
pression de u, au lieu de 5, sa valeur en (^, et substituant ensuite cette 

expression dans l'équation dt = -. — y l'intégrale de cette équation don- 
nera / en fonction de ç^; on aura donc ainsi ç, u (^i s en fonction du 
temps. 

On peut simplifier considérablement ce calcul, en observant que la 
valeur de s indique que l'orbite est toute dans un plan dont y est la 
tangente d'inclinaison sur le plan fixe, et dont est la longitude du 
nœud, comptée de l'origine de l'angle \^. En rapportant donc à ce plan 
le mouvement de /w, on aura 5 = o et y = o, ce qui donne 

Cette équation est à une ellipse dans laquelle l'origine des r est au 

As 

^^y^**» / _ 'x\ ^^* '^ demi -grand axe, que nous désignerons par a; 
e est le rapport de l'excentricité au demi -grand axe; enfin u est la 
longitude du périhélie. L'équation dt == ^-^ devient ainsi 



dt 



s 1 



Développons le second membre de cette équation dans une série de 
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cosinus de l'angle {^ — u et de ses multiples. Pour cela, nous com- 
mencerons par développer r dans une série semblable. 

Si Ton fait 



i-\-^i — e^ 



on aura 



I I / I le (»-CT)v/-l \ 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. En dé- 
yelqppant le second membre de cette équation en série, savoir, le pre- 
mier terme relativement aux puissances de c^«'~^)v/^, et le second terme 

relativement aux puissances de c-<*'-*'^\^-*, et en substituant ensuite, au 
lieu des exponentielles imaginaires, leurs expressions en sinus et co- 
sinus, on trouvera 

-, 7=: -:==ri — 2Xc0S(v — Gj)-!-2X*C0S2(i' — Cj) 2X^0083 (v GJI-f-...|. 

ecos{f — cj) ^,_^a*- ^ ^ ^ ' ^ ^ . J 

Nommons ç le second membre de cette équation, et faisons y — -; 
nous aurons généralement 

" -^ ? 



[i -+-ecos(v — Gj)]*»-^* 1.2.3. . .mrfj"» 

dq étant supposé constant, et les signes + ou — ayant lieu, suivant 
que m est pair ou impair. De là il est aisé de conclure que, si Ton fait 

I — ' 

r f r=-=(i — e») ^riH-EO)cos(v-©)H-E^»)cos2(v-cj)-hE(')cos3(i'-Gy)-h...J, 

on aura, quel que soit i, 

ECO :=:z -^ ^g'('-+-'V'-g^) 

le signe + ayant lieu si i est pair, et le signe — ayant lieu si i est 
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■ 

impair; en supposant donc /i = a"^v;^, on aura 

ndt ^d\^[\ H- E^'^cos^v — Gï; -h E^^' cos^îi' — m^ -h E^'^cosS^i' — cj -f-. . .], 

(»t, en intégrant, 

nt ^t — f -f-E('^sin V--CJ ^ ^¥S^ svno.'v — js^ -h^E^'^sinSi i- — ni) -4-. . ., 

m 

£ étant une arbitraire. Cette expressioa de n/ h- e est fort convergente 
lorsque les orbites sont peu excentriques, telles que les orbites des 
planètes et des satellites; et Ton peut, par le retour des suites, en con- 
clure la valeur de i' en / : nous nous occuperons de cet objet dans les 
numéros suivants. 

Lorsque la planète revient au même point de son orbite, v est aug- 
menté de la circonférence, que nous représenterons toujours par ax; 
en nommant donc T le temps d'une révolution, on aura 






(]ette expression de T peut être immédiatement déduite de l'expres- 
sion différentielle de dt, sans recourir aux séries. Reprenons, en effet, 

Téquation dt — .-^» ou dl = —£—• Elle donne T = - — . ^; fr^ds^ est 

le double de ia surface de Tellipse, et par conséquent il est égal à 

ana^yfî — e*; de plus, h^ est égal a y^ad — e^]; on aura ainsi la même 
expression de T que ci-dessus. 

Si Vvn néglige les masses des planètes relativement à celle du Soleil, 

on a Vk- = VM; la valeur de yf^ est alors la même pour toutes les pla- 

nètes; T est donc proportionnel alors à a'\ et par conséquent les carrés 
(les temps des révolutions sont comme les cubes des grands' axes des 
orbites. On voit que la même loi a lieu dans le mouvement des satellites 
autour de leur planète, en négligeant leurs masses relativement a celle 
de la planète. 
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17. On peut encore intégrer de cette manière les équations du mou- 
vement de deux corps* M et m, qui s'attirent en raison réciproque du 
carré des distances. Reprenons les équations (i), (2) et (3) du n*' 9; 
elles deviennent, en ne considérant que Faction des deux corps M et m, 
et faisant M -4- m — [ii, 

d'^x ux 



d^\r !^r. 



(0) '>o 5^, ,., 

d*z uiz 
^ dt^ r^* 

Les intégrales de ces équations donneront, en fonction du temps t, les 
trois coordonnées x, y, z du corps m, rapportées au centré de M; on 
aura ensuite, par le n** 9, les coordonnées ?[, n et y du corps M, rap- 
portées à un point fixe, au moyen des équations 

^ " *' M-m' " "- *' M -m' '' « *''»,--/»■ 

Enfin» on aura les coordonnées de m par rapport au même point fixe, 
en ajoutant ^ à ^, v à n, et :; à y; on aura ainsi le mouvement relatif, 
des corps M et m et leur mouvement absolu dans Tespace. Tout se 
réduit donc k intégrer les équations différentielles 0). 

Pour cela, nous observerons que, si l'on a, entre les n variables x^^K 
x!^\ x^*K . . . , x''\ et la variable / dont la différence est supposée con- 
stante, un nombre n d'^équations différentielles données par la suivante 

• 

dt' dV • dt'' ^ 

dans laquelle on suppose s successivement égal à 1, j, 3,..., n\ 

m 

A, B, . . ., H étant des fonctions des variables x'^', x^^\ ... et de t, symé- 
triques par rapport aux variables a:'*\ a^^\ . . . , a:•''^ c'est-a-dire telles 
qu'elles restent les mêmes lorsque Ton y change une quelconque de 
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ces variables dans une autre et réciproquement, on peut supposer 

> 

a", 6^* , . . . , A^*^; a'-^^ 6^^^ . . . étant des arbitraires dont le nombre est 
ii n — l'y. Il est clair que ces valeurs satisfont au systënie proposé d'^s 
équations différentielles; de plus, elles réduisent ces équations à 
I équations différentielles entre les i variables x'''~*'^*K a:-""'^* , . . . , x^^K 
Leurs intégrales introduiront 1^ nouvelles arbitraires, qui, réunies aux 
in — { j précédentes, formeront les in arbitraires que doit donner l'in- 
tégration des équations différentielles proposées. 

Si Ton applique ce théorème aux équations (0 , on voit que 
z = ax-h- by, a ci b étant deux arbitraires. Cette équation est celle 
d'un plan passant par l'origine des coordonnées; ainsi l'orbite de m 
est tout entière dans un même plan. 

Les équations (0) donnent 



o -= É^ I r' 



dt 



-- j -\- fxdxy 



Or, en différentiant deux fois de suite l'équation rdr=xdx-hydy-^zdz, 
on a 

rd^r-h 3drd^r--xd^x -î- jrf^r-i- zd^z -r- 3{dxd^x -h dyd^y -^ dzd'^z], 

et par conséquent 

jI nà^^\ ni d^^ d^r d^z\ , ,/, d^x , d^r j d*z\ 

En substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de 
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d^x^ d^y^ d^z^ leurs valeurs données par les équations (CK), et ensuite, 
au lieu de d^x^ d^y^ d^z^ leurs valeurs données par les équations ^;, 



on trouvera 



K'^rf^)"^''''- 



Si l'on compare cette équation aux équations (0'), on aura, en vertu 

du théorème exposé ci-dessus, en considérant ^-> ^î -^-i -^ comme 

autant de variables particulières ar^*', x^'^\ x^^\ x^*\ et r comme fonc- 
tion du temps /, 

rfr— Ac/r-r- ydjr, 

X, y étant des constantes, et, en intégrant, 

r - A j: — y r, ' 

— étant une constante. Cette équation, combinée avec celles-ci 

donne une équation du second degré, soit en x et y, soit en x et s, 
soit en ^ et 2; d*où il suit que les trois projections de la courbe décrite 
par ht autour de M sont des lignes du second ordre, et qu*ainHi, cette 
courbe étant toute dans un même plan, elle est elle-même une ligne 
du second ordre ou une section conique. Il est facile de s'assurer, par 
la nature de ce genre de courbes, que, le rayon vecteur r étsint exprimé 
par une fonction linéaire des coordonnées a?, y^ l'origine de ces coor- 
données doit être au fover de la section. Maintenant l'équation 

A» . 

donne, en vertu des équations (0^, 

A» 

rf*r a 

OEMTes de L.^l. «1 
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Ed multipliant cette équation par dr et en Fintégrant, on aura 

a! étant une constante arbitraire. De là on tire 

dt. '^' 



f^\/ 



r^ h^' 



ir 

a 



cette équation donnera r en fonction de /; et, comme x^ y^ % sont 
donnés, par ce qui précède, en fonction de r, on aura les coordonnées 
de m en fonction du temps. 

18. On peut parvenir à ces diverses équations par la méthode sui- 
vante, qui a l'avantage de donner les arbitraires en fonction des coor- 
données X, y, z et de leurs premières différences, ce qui nous sera 
très-utile dans la suite. 

Supposons que V == const. soit une intégrale du premier ordre des 

équations (0), V étant une fonction ^^ ^» 7» ^» 37» 37' tt^ nommons 

x\ y\ z' ces trois dernières quantités. L'équation V = const. donnera 
par sa différentiation 

dvrfr àw^^ . às_dz^ avrf^ avc^ ^^i'. 

^~^ dx dt ^ dy dt ~^ àz dt "^ àx' dt "^ ày' dt "^ dz' dt ' 

mais les équations (0) donnent 

dx' ^x dy' [ly dz' _ fiz 

rfr~~73^' ÎÛ""!^' ltr~~~'r^' 

on a donc Téquation identique aux différences partielles 

Il est clair que toute fonction de x, y, z, x\ y\ z' qui, substituée 
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pour y dans cette équation, la rend identiquement nulle devient, en 
régalant à une constante arbitraire, une intégrale du premier ordre des 
équations (0) . 
Supposons 

U étant fonction des trois variables x, y^ z; U' étant fonction des six 
variables œ, y, z, x\ y\ z\ mais du premier ordre relativement à x\ 
y\ %'\ U" étant fonction des mêmes variables, et du second ordre re- 
lativement à x\ y\ z; et ainsi de suite. Substituons cette valeur dans 
Féquation .'!), et comparons séparément : i*' les termes sans x\ y\ z' \ 

m 

a® ceux qui renferment la première puissance de ces variables; 3^ ceux 
qui renferment leurs carrés et leurs produits, et ainsi de suite; nous 
aurons 

aU' àXi' d\S' 

dx '' ày dz 

_, au , au , au Lt / au*' au" au'' . 



'D ' ,au' ^ ,au' ,au' a/ dV" au" au'^, 



il I ()V" au" au'^ V 

r» ^ ôx' -^ ây' dz' ) 



.âv , dv," ,au". uf^àV'^ yv'' .au 

dx ^ ây ^ dz ' 



L'intégrale de la première de ces équations est, comme Ton sait par la 
théorie des équations a différences partielles, 

V = (oncu xy' — yx\ xz' — zx\ yz' — zy\ x^y^Zj. 

La valeur de L" devant être linéaire en ar", y\ z\ nous la suppoM^rons 
de cette forme 

Z=kxy-yx,-hxz-zx ^Cyz %y' ,,. 

A« B, C étant des constantes arbitraires. Arrêtons ensuite la valeur dis V 
a« terme \.\ eo sorte que U', U*^, . . . soient ools; b troisième des 

«3, 
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équations (!') deTiendra 

ôx -^ dy àz 

La valeur précédente de U' satisfait encore à cette équation. La qua- 
trième des équations (T) devient 



dx -^ djr dz 

équation dont l'intégrale est 

M'' . îoïiCX.[xy' — xx\ xz' — zx\ yz' — zy\ x^y'^z'). 

Cette fonction doit satisfaire à la seconde des équations (F), et le pre- 
mier membre de cette équation multipliée par dt est évidemment égal 
à d\]\ le second membre doit donc être la différentielle exacte d*une 
fonction de x^ y^ z. Or il est facile de voir que Ton satisfait à la fois à 
cette condition, à la nature de la fonction U'', et à la supposition que 
cette fonction doit être du second ordre en x\ y\ z\ en faisant 

U^- (Dj'--- Ex') [xy'--yx') -\- (Dz'- Vx') [xz' - zx') 
-f- [Ez'- Fy') [yz'- zf) + (j[x'^ -4- j'» -\- z'^), 

D, E, F, G étant des constantes arbitraires, et alors, r étant égal à 

. • 

Va?* -h y ^ H- 2\ on a 

Ur^_ff (Dx E^ Fa- 2G); 

on aura donc ainsi les valeurs de U, U', U", et Téquation y -~ const. 
deviendra 

consi.i=-^(DxH-Ej-i-Fz-i-2G)-r (A-iDj'--Ex')(x/--/x') 

4-(Bh-Dz'~Fx') (xy-zx')-h(C-f-Ej2'-- Fr') (r«'- -?/')-+- G (x'a -4- j'«-i-x'»). 

Cette équation satisfait à Téquation (I), et par conséquent aux équa- 
tipns différentielles (0), quelles que soient les arbitraires A, B, C, D, 
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E, F, G. En les supposant toutes nulles, i" à l'exception de A, a° à l'ex- 

njr ny* nZ 

ception de B, 3® à l'exception de C, etc., et restituant j^» -^y g- au 
lieu de a?', y, z\ on aura les intégrales 

/ xdjr — ydx , xdz-zdx „ ydz - • zdy 



»-/-(?- *^) 



IX dx^ -^ dz^\ ydySx zdzdx 



,^. ] ^, lu. dx^ -^- dz^\ xdxdr zdzdr 

(P) o==/';-r(^ - —j^r-) -^ sir--^ -^^ 



.„ lu. dx*-\-dx^\ 



fj. dx^'\-dx^\ xdxdz ydydz 



fi 7.^ dx^ -^- dy^ -- dz^ 
''""a~~r' dl^ ~' 

c, c\ d\ /, /', /" et a étant des constantes arbitraires. 

Les équations différentielles (0) ne peuvent avoir que six intégrales 
distinctes du premier ordre, au moyen desquelles, si Ton élimine les 
différences dx^ dy, dz, on aura les trois variables x, y, z en fonction 
du temps t; il faut donc qu'au moins l'une des sept intégrales précé- 
dentes rentre dans les six autres. On voit même a priori que deux de 
ces intégrales doivent rentrer dans les cinq autres. En effet, puisque 
l'élément seul du temps entre dans ces intégrales, elles ne peuvent pas 
donner les variables x, y, z en fonction du temps, et par conséquent 
elles sont insuflisantes pour déterminer complètement le mouvement 
de m autour de M. Examinons comment ces intégrales n'équivalent 
qu'à cinq intégrales distinctes. 

Si l'on multiplie la quatrième des équations (P) par —"^yr- — ' ^t 

jr n% X dx 

qu'on l'ajoute à la cinquième multipliée par ^ — ? on aura 



j^zdy — ydz ^, xdz 



— zdx 



z 



dt 

xdy—ydx /ix dx^ -r- dr^ \ xdy — ydx f xdxdz ydydz\ 

dt \r dt^ ' I "^ dt \~W '^' IJi^J 
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„ t .'^ . !• j xdy—rdx xdz — zdx rdz — zdr i 

En substituant, au lieu de — —^ > -j- 5 - — -r- — -y leurs va- 
leurs données par les trois premières des équations (P), on aura 

f'c' — fc" (ix dx^-hdy^\ xdxdz rdydz 

O - - — »~ Z ( — — I -h -4 - - — • 

c \r dt' 1^ dt' dt' 

Cette équation rentre dans la sixième des intégrales (P), en y faisant' 

f'c'~ fc" 

f"~'^— — — • ou o=fc"—f'c-'r-f"c. Ainsi la sixième des inté- 

grales (P) résulte des cinq premières, et les six arbitraires c, c\ c", 
/, /', /" sont liées entre elles par l'équation précédente. 

Si l'on prend les carrés des valeurs de/,/',/", données par les équa- 
tions (P), qu'ensuite on les ajoute ensemble, et que, pour abréger, on 
fasse /^ +/ - f-/"^ --= /^ on aura 

^ M/' dn [w) Jl df^ "Tj' 

mais, si l'on carre les valeurs de c, c\ d\ données par les mêmes équa- 
tions, qu'ensuite on les ajoute, et que Ton fasse c^-f c'^ -f-c"^ = A^, 
on aura 

dx^ -A- dy^ -^ dz^ lrdr\\ .,. 

"" dt^ vdr] "^ ' 

l'équation précédente devient ainsi 

dx^ -h dr^ '^- dz^ lu. u^ — i* 
o._ -^Z. f +-Âi— 

En comparant cette équation à la dernière des équations (P), on aura 
l'équation de condition 

La dernière des équations (P) rentre conséquemment dans les six pre- 
mières, qui n'équivalent elles-mêmes qu'à cinq intégrales distinctes, 
les sept arbitraires c, c\ d\ /, f\f" et a étant liées par les deux équa- 
tions de condition précédentes. De là il résulte que Ton aura l'exprès- 
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sioD la plus générale de Y qui satisfasse à réquation (I), en prenant 
pour cette expression une fonction arbitraire des valeurs de c, c\ d\f 
et/' données par les cinq premières des équations (P). 

19. Quoique ces intégrales soient insuffisantes pour déterminer x, 
y^ z en fonction du temps, elles déterminent cependant la nature de la 
courbe décrite par m autour de M. En effet, si Ton multiplie la pre- 
mière des équations (P) par s, la seconde par —y^ et la troisième 
par x^ on aura, en les ajoutant, 

o^^cz —c'y - c^Xy 

équation à un plan dont la position dépend des constantes c, c\ c". 

Si l'on multiplie la quatrième des équations (P) par a?, la cinquième 
par j, et la sixième par z, on aura 

o "fx -\-f'r \-f"z -h ^r - r^ -^- + -^.-- ; 

mais on a, par le numéro précédent, 

^ dx^ ^ dr'^ -\- dz'^ r^dr^ ., 

r3 - — — h** 

^ dt^ dt^ ^ ' 

partant, 

o.rfxr-h^ -hfx -\-f'r -i/'s. 

Cette équation, combinée avec celles-ci 

0-- c"a: - c'y-\- cZy r^ . x^ -\~X^ "^ ^^9 

donne l'équation aux. sections coniques, l'origine des r étant au foyer. 
Les planètes et les comètes décrivent donc à très-peu près, autour du 
Soleil, d,es sections coniques dont cet astre occupe un des foyers, et ces 
astres s'y meuvent de manière que lés aires décrites par les rayons vec- 
teurs croissent comme les temps. En effet, si l'on nomme dç l'angle 
infiniment petit intercepté par les rayons r et r -1- rfr, on aura 

dx^ H- rf/2 ^_ rf^^ - r^dv^ -: dr^ ; 
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Téquation 

dt^ dt^ 

deviendra ainsi r^dv^ — h^dt'^^ partant 

, hdt 

On voit par là que l'aire élémentaire {r^dv, décrite par le rayon vec- 
teur r, est proportionnelle à Télément de temps dt; Taire décrite pen- 
dant un temps fini est donc proportionnelle à ce temps. On voit encore 
que le mouvement angulaire de m autour de M est, à chaque point de 
l'orbite, réciproque au carré du rayon vecteur; et comme on peut, sans 
erreur sensible, prendre des intervalles de temps très-courts pour des 
instants infiniment petits, on aura, au moyen de l'équation précédente, 
les mouvements horaires des planètes et des comètes dans les divers 
points de leurs orbites. 

Les éléments de la section conique décrite par m sont les constantes 
arbitraires de son mouvement; ils sont par conséquent fonctions des 

arbitraires précédentes c, c, c'\ f, f\ f" et ^; déterminons ces fonc- 

tions. Soit l'angle que forme avec l'axe des x l'intersection du plan 
de l'orbite avec celui des x et des j, intersection que l'on nomme ligne 
des nœuds; soit 9 l'inclinaison mutuelle des deux plans. Si l'on nomme 
x' et y' les coordonnées de m, rapportées h la ligne des nœuds comme 
axe des abscisses, on aura 

x' --xcosO -hxsïndf 
y _-zjr cosO — ^sinô. 

On a d'ailleurs 

on aura donc 

z =jcos6langç — xsinôlangç. 

En comparant cette équation à celle-ci 

o r- c''x — c'jr -,- C2, 
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on aura 

c'=:ccos6lang9, 

c"=c sinôlang9, 



d'où l'on tire 



tango = -^, 



tang9 =: - — 



c 



Ainsi la position des nœuds et l'inclinaison de l'orbite sont détermi- 
nées en fonction des constantes arbitraires c, c\ c". 
Au périhélie, on a 

rdr = o, ou xdx-\-jrdy-hzdz = o; 

m 

soient donc X, Y, Z les coordonnées de la planète à ce point; la qua- 
trième et la cinquième des équations (P) du numéro précédent don- 
neront 

Y _f' 

x-J- 

Mais si l'on nomme I la longitude de la projection du périhélie sur le 
plan des x et des y, cette longitude étant comptée de l'axe des x, on a 

Y * f 

=^ = tangl, partant, tangl = y-^ 

ce qui détermine la position du grand axe de la section conique. 
Si de l'équation 

dn dt^ ~ 

on élimine — "~^ ~' ^^ moyen de la dernière des équations (P). 

on aura 

-"^"-a^^dir^^"' 

Œnvrtt de L. — \. 24 



\ 
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mais dr est nul aux extrémités du grand axe; on a donc à ces pointu 



o -— r* — aar-i- 






La somme des deux valeurs de r dans cette équation est le grand axe 
de la section conique, et leur différence est le double de Texcentricité ; 
ainsi a est le demi-grand axe de Torbite ou la distance moyenne de m 

à M, et 1/ I est le rapport de l'excentricité au demi-grand axe. 

Soit e ce rapport; on a, par le numéro précédent, 

on aura donc \Le = l. On connaîtra ainsi tous les éléments qui déter- 
minent la nature de la section conique et sa position dans TespaCe. 

20. Les trois équations finies trouvées dans le numéro précédent 
entre a?, y^ z ei r donnent x^ v, z en fonction de r; ainsi, pour avoir 
ces coordonnées en fonction du temps, il suffit d*avoir le rayon vec- 
teur r dans une fonction semblable, ce qui exige une nouvelle inté- 
gration. Pour cela, reprenons Féquation 

^ur— -rr- à^l 

a dt^ 

on a, par le numéro précédent. 



on aura donc 






rf/- __^ 



V 



— / r^ 

y a ' 



Pour intégrer cette équation, soit r:==: a(i — ^cosu); on aura 



dt - . I -- ecosn^ 
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d'où Ton tire, en intégrant, 

,S, /-i-T= _ tt — ^sinw\ 

VF 

T étant une constante arbitraire. Cette équation donne u, et par consé- 
quent r en fonction de /; et comme x, j, z sont donnés en fonction 
de r, on aura les valeurs de ces coordonnées pour un instant quel- 
conque. 

Nous voilà donc parvenus à intégrer complètement les équations dif- 
férentielles (0) du n® 17, ce qui a introduit les six arbitraires a, e, I, 
6, ç et T : les deux premières dépendent de la nature de l'orbite, les 
trois suivantes dépendent de sa position dans l'espace, et la dernière 
est relative à la position du corps m à une époque donnée, ou, ce qui 
revient au même, elle dépend de Tinstant de son passage au périhélie.^ 

Rapportons les coordonnées du corps m à des coordonnées plus com- 
modes pour les usages astronomiques, et pour cela nommons ç l'angle 
que le rayon vecteur r fait avec le grand axe, en partant du périhélie; 
l'équation à l'ellipse sera 



r — 



I -T- ecosv 



L'équation r--a(i — ^cosw) du numéro précédent indique que u est 
nul au périhélie, en sorte que ce point est l'origine des deux angles u 
et V9 et il est facile de s'assurer que l'angle u est formé par le grand 
axe de l'orbite et par le rayon mené de son centre au point où la cir- 
conférence décrite sur le grand axe comme diamètre est rencontrée par 
l'ordonnée menée du corps m perpendiculairement sur le grand axe. 
Cet angle est ce que l'on nomme anomalie excentrique, et l'angle ç est 
y anomalie vraie. En comparant les deux expressions de r, on a 



d'où l'on tire 



I __ 


ecosu — 


1 e-^ 
I -i- ecosv 


lang 




e 



24* 
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Si l'on fixe Forigine du temps t à Tinstant même du passage du corps m 



par le périhélie, T sera nul, et, en faisant pour abréger ^ = n, 



on 



a^ 



aura n£ = u — esinu. En rassemblant ces équations du mouvement 
de m. autour de M, on aura 



(/) 



nt-- u - esmii> 
r— a(i --ecostt). 



langî^= y 7— ^^^ga"' 



Tangle nt étant ce que Ton nomme anomalie moyenne. La première de 
ces équations donne u en fonction du temps /, et les deux autres donne- 
ront r et f", lorsque u sera déterminé. L'équation entre i^ et ^ est trans- 
cendante, et ne peut être résolue que par approximation. Heureusement 
les circonstances des mouvements célestes donnent lieu à des approxi- 
mations rapides. En effet, les orbes des corps célestes sont ou presque 
circulaires, ou fort excentriques, et dans ces deux cas on peut déter- 
miner uen t par des formules tres-convergentes que nous allons déve- 
lopper. Pour cela, nous donnerons sur la réduction des fonctions en 
séries quelques théorèmes généraux qui nous seront utiles dans la suite. 

21 . Soit u une fonction quelconque de a, que Ton propose de déve- 
lopper par rapport aux puissances de a. En représentant ainsi cette 
suite, 

U=U -r- OLQi -r- X^ q^ -^ (X? Ci -+-... -4- «"^T/i -\- a"^^ Qn^t H- • • ., 

ti» 9i> ^2» • • • étant des quantités indépendantes de a, il est clair que u 
est ce que devient u lorsqu'on y suppose a = o, et que Ton a, quel que 
soit n, 

- — ^:: 1 . 2 . o . . . ngn H-2.0...(/l-hI)a gn-*^ I -^ • • • » 

la différence ^- étant prise en faisant varier tout ce qui dans u doit 
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varier avec a. Partant, si l'on suppose après les difierentiations a = o 
dans Texpression de ^-^» on aura 

d"u 



qn^l 



dx" 



■ •2»0* • • tir 

Si u est fonction des deux quantités a et cl\ et que Ton propose de le 
développer par rapport aux puissances et aux produits de x et de ol\ 
en représentant ainsi cette suite, 

tt — u -h a?i,o -+- oc^q2,o -H. . . 



• • • y 



le coefficient q„„' du produit a" a'' sera pareillement égal à 



ôoc"dix 



ilV 



- -.î 



1«2«<3« • • /I • la^ZaiJ» ■ • Il 



a et a' étant supposés nuls après les difTérentiations. 

En général, si u est fonction de a, a , a", . . . , et qu'en le développant 
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits 

de a, a, a",..., on représente par aV a'' . . -qn^re^nf,... ^^ ternie de 
cette suite qui a pour facteur le produit a"*' a . . ., on aura 



f)n-hn'-i-n^ *-'-H 



pourvu que Ton suppose a, a', a", . . . nuls après les ditférentiations. 

Supposons maintenant que u soit fonction de a, a/, a", ... et des va- 
riables /, t\ f\...; si, par la nature de cette fonction ou par une équa- 
tion aux différences partielles qui la représente, on parvient à obtenir 

^/îH-rt'-t-... Il 
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en fonction de u et de ses différences prises par rapport à /,/',... ; en 
nommant F cette fonction lorsqu'on y change u dans u, u étant ce que 
devient u lorsqu'on y suppose a, a', . . . égaux à zéro, il est visible que 
Ton aura jT^, „'..., en divisant F par le produit i.2.3.../i.i.2.3.../i'...; on 
aura donc la loi de la série dans laquelle u est développé. 

Soit d'abord u égal à une fonction quelconque de /-i-a, f'n-a, 
/"-f-a", ..., que nous désignerons par (p(/ -+- a, /'4- a', /-f-a", ...); 
dans ce cas, la différence quelconque i^^ de w, prise par rapport à a 
et divisée par rfa', est évidemment égale à cette même différence prise 
par rapport à / et divisée par dt^. La même égalité a lieu entre les dif- 
férences prises par rapport à a' et /', ou par rapport à a" et t\ etc. ; 
d'où il suit que l'on a généralement 



En changeant dans le second membre de cette équation u en u, c'est- 
à-dire en 9(/, /', r, ...), on aura, par ce qui précède, 

(jf/i, n', ri'\... — q ô '" ~ 'j '~// ' 

Si // est seulement fonction de ^-f- a, on aura 

partant 

,, , ^(,^«^, ..<p(r ...«_^ -, -_ _JL.. -. __- _J-^ -,-.... 

Supposons ensuite que u^ au lieu d'être donné immédiatement en a 
et / comme dans le cas précédent, soit une fonction de x^ x étant donné 

par l'équation aux différences partielles — == js — , dans laquelle z est 

une fonction quelconque de x. Pour réduire u dans une suite ordonnée 

d«« 



par rapport aux puissances de a, il faut déterminer la valeur de 
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dti» lefasdec = o; oron a, en Tertii de réqualion proposée aux 
différences partielles. 



• 


du du ()x du ôx 

ôx âx àx " dx di ' 


on aura donc 




Ir 


du d.fzdu 



doL di 

En différentiant cette équation par rapport à a, on aura 

d^u d^.fzdu 

_^^^__ -— — * • 

dac» "~ doLdt 

or l'équation k) donne, en y changeant u en fzdu^ 

d.fzdu d.fz^du 

' — • ' __ • 

dx ~ di ' 

partant, 

d^u d^.fz^dti 

En ^différentiant encore par rapport à a» on aura 

d^u dKfz^dii 

or l'équation {k) donne, en y changeant u en fz^du, 

, d,fz\du d.fz^dn 

d^ ~" 7)7 ^ 
partant, 

d^H d^.fz^du 
dâ^ " di^ 

En suivant ce procédé, il est aisé d'en conclure généralement 

fin— I kW 

d'^ii d".fz''du di 

— ^— ^_ - — ■ ■ ___^___^___ • 

doc" "" di" "^ di"-* 

Supposons maintenant qu'en faisant a = o on ait a? -- T, T étant 
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une fonction de /; on substituera cette valeur de x dans z et dans u. 
Soient Z et u ce que deviennent alors ces quantités; on aura» dans la 
supposition de a = o, # 

et par conséquent on aura, par ce qui précède, 

ai 
^" "" i.2.3...nrf/'»~*' 



ce qui donne 



au OL^ dt a» rf/ 



yp-; u --. u H- «Z ^ + — -^- + ^-^ -^ 

H ne s'agit plus maintenant que de déterminer la fonction de t et 
do a que x représente, en intégrant l'équation aux différences par- 

tielles j -- z ^ - Pour cela, on observera que 



doc dt 



, àJt: , àx j 

ax-~ -:— ai -\- -T— doL ; 



en substituant, au lieu de -r-? sa valeur z^r-j on aura 

ÙOL oi 

dx=. -rr- [dt -\- zdoL] :=r. -^-\ dit -\- az] — a^ dx 
di ^ d/ L ■ ôx 



on aura donc 



— d[i-v-(xz) 

dx ^^^ """ 

dz dx 

dx ai 



ce qui donne, en intégrant, a? ~ 9(^-1- as), ç(f-f-a5) étant une fonc- 
tion arbitraire de / + az, en sorte que la^ quantité que nous avons 
nommée T est égale à 9(/). Ainsi, toutes les fois que l'on aura entre x 
et a une équation réductible à cette forme j7== <p(^-h as), la valeur 
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de u sera donnée par la formule {p), dans une suite ordonnée par rap- 
port aux puissances de a. 

Supposons maintenant que u soit une fonction des deux variables x 
et x\ ces variables étant données par les équations aux différences 

partielles 

dx _ àx dx' _ , dx' 

dans lesquelles :; et z' sont fonctions quelconques de x ^i x. Il est 
facile de s'assurer que les intégrales de ces équations sont 

<p(^/ -+- az) et ^(z'^- cl'z') étant des fonctions arbitraires, l'une de /-i-a«, 
et l'autre de /' -4- as'. On a de plus 

du du an ,du 

Cela posé, si l'on conçoit x' éliminé de f^ et de js au moyen de l'équa- 
tion x' -^ ^|/(z'-i-aV), u et z deviendront des fonctions de x, a' et t\ 
sans a ni Z; on aura donc, par ce qui précède, 

. . du 

C)«M dt 

Si Ton suppose a - o après les différentiations, et si, de plus, on fait 
dans le second membre de cette équation x~(f{i-h olz";^ et par con- 
séquent -^ ~ ^"â7^ ^^ ^^^ ^^^^ ^^^ suppositions 



et par conséquent 



ô^u 


1» 1 ^" 


da« 


ât"-* ' 




,d'*'u 


()/I-^-/|'M 


âa 



Œuvres de L. — \. ^5 
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On aura pareillement 



d"'u 


""- ^ 


d»'"' 


dt""- ' 



en supposant a nul après les diffërentiations, et en supposant de plus, 

dans le second membre de cette équation, x'— ^{f -h ol'z' ) ; on aura 
donc 



a«^«-2.'^'" 






pourvu que Ton lasse a et a' nuls après les différentiations, et que, de 
plus, on suppose dans le second membre de cette équation 

ce qui revient à supposer dans ce second membre, comme dans le pre- 
mier, 

et à changer, dans la différence partielle 5—3-7 de ce second membre, 

z en z" et z' en z''' . On aura ainsi dans ces suppositions, et en chan- 
geant de plus z en Z, :?' en Z\ et u en u. 



ôocâoc' 
""'"'" 1. 2. 3... /i.i.?.. 3... /i'. <)/«-• ()/'"'■"* 

En suivant ce raisonnement, il est facile d'en conclure que, si Ton a 
les r équations 

X -^z (f[t '^ az), 
x' = ^[i'-\-0L'z'], 



2, z\ z\ . . . étant des fonctions quelconques de a?, œ\ x\ . . . , et si Ton 
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suppose u fonction des mêmes variables, on aura généralement 



^n-¥n '-i-nf-^ • • — r 



dada' ôa". .. 



Qn, h', n"» ... — ' : — —, — ; ^„ . * ? 

1. 2. 3... n. 1.2. 3... n'.i. 9.. 3. ..71''. ..()/«-*<)/"'"*()/''" *. .. 

pourvu que, dans la différence partielle g— T-Ty-,7 — ' on change z en z*\ 

z' en z' , . . . , et qu'ensuite on change z en Z, z' en Z', z" en Z", ... et w 
en u. 
S'il n'y a qu'une variable x, on aura 

du du àt 

^~ == ^ :ï7 5 parlant qn -« ^-—-7 • 

aa ot ^ ^ 1.2.3. . .n.d/"-* 

S'il y a deux variables x et x\ on aura 

f)ii du 

Ta '^Jt' 

en différentiant cette équation par rapport à a\ on aura 

d^u dz du d^n 



■i- z 



.'As î 



dada' da' dt da'di 

or on dL j-f = z'jpj et, en changeant dans cette équation u en jz, on a 

dz ,dz y 
5^ ^z^,-, donc 

d z' — 

d^u dt' ,dz du 



dada' dt dt' dt 

En supposant dans le second membre de cette équation a et a' nuls, 
et en y changeant z en Z'', z' en Z' , et u en u, on aura h valeur de 

, . , dans les mêmes suppositions, ce qui donne 

1.2.3. . .1». ()/»-'. I. a. 3. . .n'.d/'"'"' 

a5. 
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Kn continuant ainsi, on aura la valeur de ^i,, <,>«,... pour un nombre 
quelconque de variables. 

Quoique nous ayons supposé u^ z, z\ z'\ . . . fonctions de x, x\ 
x'\ . . . , sans ty t\ /",..., on peut cependant supposer qu'elles ren- 
ferment ces dernières variables; mais alors, en y désignant ces va- 
riables par f , /' , /^ , . . . , il faudra supposer /, , /[ , /'»... constants 

dans les différentia^ions, et restituer après ces opérations /, t' au 

lieu de / , / 



/ ' / 



22. Appliquons ces résultats au mouvement elliptique des planètes. 
Pour cela, nous reprendrons les équations (/) du n® 20. Si l'on com- 
pare l'équation 

nt--u — e sin a, ou u — ni -\- e sin u 

avec celle-ci 

X se changera en w, / en /i/, a en e, s en sinw, et ç'/-i-az^ en 
nt-^-emiu; la formule [p) du numéro précédent deviendra donc 

y{nt) étant égal à ^^? ■ Pour développer cette formule, nous obser- 
verons que, c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l'unité, on a 

Sm'/l/== :( .=^ Il COS'/»/- l )» 

\ 2V-I / V ^- / 

I étant quelconque. En développant les seconds membres de ces équa- 
tions et en substituant ensuite, au lieu de c^^'v^ -• et de c^'^"^^^ ' , leurs 



valeurs cosmt-^ yj— i sïnrnt et cosrnt— \— i sinrw/, r étant quel- 
conque, on aura les puissances i de sinn/ et de cosnt développées en 
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sinus et cosinus de Tangle nt et de ses multiples. Cela posé, on trouvera 

r. 

e e- e' ' 

slnnt H sin^n/ n ^ sin'n/ h 5—7 sin* nt -i . . . 

1 .2 I .a.i I .2.3.4 

— smnt (C0S2/I/ — i) 

_ ^ (sin3n/ — Ssinn/] 

1.2.3.2-*' ' 

-I --J — -icosint — ^cos^nt -\ -^— 

i.2.3.4.2'\ 21.2 

H ^ , > — r(sin5n/ — 5sin3/i/ n — — sin/i/i 

I . 2 . 3 . 4 • 5 . 2* \ 1.2 / 

^3 / • 65 i(î54\ 

o / g /; — î (cos6n/ — 6cos4»/ -» — — COS2/1/ ^— ^ ) 

1 .2.3.4.5.0.2* \ 1.2 2 1.2.3/ 



• • • • 



Soit P cette fonction; on la multipliera par y{nt), et Ton diffcrentiera 
chacun de ses termes, par rapport à t, un nombre de fois indiqué par 
la puissance de e qui le multiplie, dt étant supposé constant; on divi- 
sera ces différentielles par la puissance correspondante de ndt. Soit P' 
la somme de ces différentielles ainsi divisées; la formule {q) deviendra 

11 sera facile d'obtenir par cette méthode les .valeurs de l'angle u et 
(les sinus et cosinus de cet angle et de ses multiples. En supposant, par 
exemple, ^(a) - sinm, on aura ^'{nt) ^ icosint. On multipliera la 
valeur précédente de P par icosint, et Ton développera ce produit en 
sinus, et cosinus de Tangle nt et de ses multiples. Les termes multipliés 
par les puissances paires de e seront des sinus, et les termes multipliés 
par les puissances impaires seront des cosinus. On changera ensuite 
un terme quelconque de la forme Ke^''sinsnt dans ±:Ke^^s^'^smsnt, 
le signe -+- ayant lieu si r est pair, et le signe — ayant lieu si r est 
impair. On changera pareillement un terme quelconque de la forme 
Ke^''^^ cossnt dans ip Ke^'^^'^^'^"^' sinsntj le signe — ayant lieu si /• est 
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pair, et le signe + ayant lieu si r est impair. La somme de tous ces 
termes sera la valeur de P', et Ton aura 

sin III ---. sinin/ — eP'. 
Si l'on suppose i u = u^ on aura '^ ni = i, et l'on trouvera 

e- e' 
li-Tzfii — esïnnt 2sin2ii/-: ^ — - 3^sia3n/ — Ssinn/ 

I ?..2 1.2.3.2- 

H ^-z — - i'sinii' — 4-^-'sin2ii/ 

1.2.3.4.2* 

H ^ / f J 5*sin5n/ — 5.3*sin3fi/-f-— sinn/\ 

1.2.3.4.5.^^* \ 1.2 / 

" 1 • • • • 

Cette série est fort convergente pour les planètes. Ayant ainsi déter- 
miné u pour un instant quelconque, on en tirera, au moyen des équa- 
tions / du n^ 20, les valeurs correspondantes de r et de v; mais on 
peut avoir directement ces dernières quantités en séries convergentes, 
de cette manière. 

Pour cela, nous observerons que Ton a, par le n® 20, r = a i^-e cosu); 
or si, dans la formule [q , on suppose ^ u = 1 — ^cosu, on aura 
•y ni = esin/}/, et par conséquent 

* . • , <?' rfsin'/i/ e^ c/-sin*/i/ 

I — ecosii = I — ecosnt — e^sin^nt -1 .^ — : - — - , ^ -.. .. 

1.2 nai 1.2.3 n-ai- 

On aura donc, par Tanalyse précédente, 

r €^ €^ 

- ^1= I -i e cosn/ C0S2II/ 

/i !>. 2 

, 3cos3ii/ — 3cosn/ 

1.2.2^ ' 



= — - '4*cos4/i/--4«2*cos2n/ 

1.2.3.2' 

ô— /— r 5»cos5»/ — 5,3»cos3n/-h— îcosn/ï 

1.2.3.4.2* > 1.2 / 



6.5 



'^ / g 5 (6* cos6n/ — 6.4* cos4n/-r- — • 2* cosaiii) 
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Considérons présentement la troisième des équations (/) du n" 20; 
elle donne 

Ui 



sin^i^ /i -h e sin^Mi 



En substituant dans cette équation, au lieu des sinus et des cosinus, 
leurs valeurs en exponentielles imaginaires, on aura 



cv}f^'\ — I /\-\-e c" v^ — 



c*'v-« 



— I /i -\- e c"y~* — i ^ 



en supposant donc 



X=.- -^^^, 



I -h I — e 



2 



on aura 



I- Xc«v- i 



et par conséquent . 



logd — Xc-^v'- • ) — logfi -- Xc"v' « ) 
d*où Ton tire, en réduisant les logarithmes en séries» 

sX^ xX' aX* 

ifz=u-+- 2Xsin£/ H sinatt h — :7- sinSii-i — ;- sin4w -h. . . . 

a 3 4 

On aura, par ce qui précède, a, sini^, sinat^, ..., en séries ordonnées 
par rapport aux puissances de e, et développées en sinus et cosinus de 
l'angle nt et de ses multiples; il ne s'agit donc, pour avoir ç exprimé 
dans une suite semblable, que de développer les puissances successives 
de \ en séries ordonnées par rapport aux puissances de e. 

L'équation u = 2 donnera, par la formule (p) du numéro pré- 
cédent, 

/(i4-4)(iM-5) e^ 



I 




I 




ie^ 




i(,-+3) 


€* 








-4- 




-4- 




«' 




2' 




2/+i 




1 .2 


Ql-^k 



1.2.3 2'-^« 



• • « « 
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et, comme om u --- i -r \i — e*, on aura 



X' : ^ H- I 



Cela posé, on trouvera, eh ne portant Tapproximation que jusqu'aux 
quantités de l'ordre e* inclusivement, 

i» :/!/ 'Aie— /e^-r-~eA sin/i/ -r- ( -, e^ , e»-;---'-e«\ sina/iZ-r ( — e^ --y^s^ sinSn/ 

(' I o3 /IS I \ I OQ'' 1 22l3 
—7^^* — ~nr-^^\ sin4«/ - --7?^«*sin5/i/ -: >— e^sînô/i/. 
96 480 / ^ 960 960 

Les angles v et nt sont ici comptés du périhélie; mais, si l'on veut 



c 



*ompter ces angles de Taphélie, il est clair qu'il suffit de faire e négatif 
dans les expressions précédentes de r et de V. Il suffirait encore d'aug- 
menter, dans ces expressions, l'angle nt de la demi-circonférence, ce 
qui rend négatifs les sinus et les cosinus des multiples impairs de nt\ 
ainsi, les résultats de ces deux méthodes devant être identiques, il faut 
que, dans les expressions de r et de r, les sinus et les cosinus des mul- 
tiples impairs de nt soient multipliés par des puissances impaires de e, 
et que les sinus et cosinus des multiples pairs du même angle soient 
multipliés par des puissances paires de cette quantité. C'est, en effet, 
ce que le calcul confirme a posteriori. 

Supposons qu'au lieu de compter l'angle v du périhélie on fixe son 
origine à un point quelconque; il est clair que cet angle sera augmenté 
d'une constante, que nous désignerons par ny, et qui exprimera la longi- 
tude du périhélie. Si, au lieu de fixer l'origine de / à l'instant du pas- 
sage au périhélie, on la fixe à un instant quelconque, l'angle nt sera 
augmenté d'une constante, que nous désignerons par s — ny; les exprès- 

M 

sions précédentes de - et de ^ deviendront ainsi 



I e — TTe'J ces ^ 71/ n-t — m)— y^^^~ 'i^] cosi [nt 



- - i ^. - e^— \ e — n ^"^ I cos , /Il -1- 6 — GJ ; — i _ e? — o <?' I cosa ; nr -- c - cj _ . 
a 2 



V -- nt - e -\- {ne— yeA sin [nt ,- t — w] : ( V''- je*] sini ni -e - zô 



• • » 
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V est la longitude vraie de la planète, etru-^i est sa longitude moyenne, 
ces deux longitudes étant rapportées au plan de l'orbite. 

Rapportons maintenant le mouvement de la planète à un plan fixe, 
peu incliné à celui de l'orbite. Soit <p l'inclinaison mutuelle de ces deux 
plans, et 6 la longitude du nœud ascendant de l'orbite, comptée sur le 
plan fixe; soit ê cette longitude comptée sur le plan de l'orbite, en 
sorte que 6 soit la projection de €; soit encore r, la projection de v sur 
le plan fixe.- On aura 

tang(i', — 0) =:cos9lang(c' — 6).. 

Cette équation donne f', en v, et réciproquement; mais on peut avoir 
ces deux angles l'un par l'autre, en séries fort convergentes, de cette 
manière. 

On a conclu précédemment la série 



^v = ^u -h Xsinii-i sinau -h -^ sinSu-; 



de Téquation 



en faisant 



tangli' = \/\^ lang^ii, 






e 
— I 



e 

- -+- 1 



/ 1 I fi 

Si Ton change {v en i^^ — 0, {u en v — 6, et y—zT' ^° cosç, on aura 

. COSO — I ^ _, 

C0S9 -h I O 3T» 

l'équation entre {v et {u se changera dans l'équation entre (^, — 6 et 
ç — è^ et la série précédente donnera 

i', — ô = v — 6 — tang'^f sin a (v — 6) -t- iung*{<p sin4 (v— 6) — iung«{<p sin6 (t/ — 6) 
Si dans l'équation entre {i^ et {u on change ^venç — €, ^u en r, — 6 et 



\/ 



en — ^ ) on aura 



1 — e cos<p 

). = teng*|9, 

OKun^es dir £. — 1. 26 



\ 
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et 

v — S = v, — S^ tang^lo sîna V, — S] — 4tang*^9 sin4 (i',— 0] -f |tang*|f sin6y,— 9) -}-.... 

On voit ainsi que les deux séries précédentes se changent réciproque- 
ment Tune dans Tautre, en changeant le signe de tang' jç et en chan- 
geant l'un dans l'autre les angles (?, — 6 et (^ — 6. On aura i', — en 
fonction de sinus et de cosinus de nt et de ses multiples, en obsenrant 
que l'on a, par ce qui précède, 

Q étant une fonction des sinus de l'angle /i/ -i- e — o et de ses mul- 
tiples, et que la formule i du n"^ 21 donne, quel que soit i, 

sîni(i'- -6) — sini(/i/— £ -g- eQ] (i— ^ - -i ^ — ...] sînl(/l/-^c 6) 



: [ieQ ^- -; ^-7-^ —...) cos«(/i/ -;-£--€ 

\ 1.2.3 1.2.3.4.5 / ^ 



Enfin, s étant la tangente de la latitude de la planète au-dessus du plan 
fixe, on a 

et, si l'on nomme r, le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe, on aura 

on pourra donc ainsi déterminer f»,, s et r^ en séries conve^entes de 
sinus et de cosinus de l'angle nt et de ses multiples. 

23. Considérons présentement les orbites fort excentriques, telles 
que celles des comètes, et pour cela reprenons les équations du n® 20 

a{\ — e^] 

r = — ^^ ■- f 

I -+- ecosi' 

nt:= u — esin u, 
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Dans le cas des orbites fort excentriques, e diffère très-peu de l'unité; 
nous supposerons ainsi i — e = a, a étant fort petit. Si Ton nomme D 
la distance périhélie de la comète, on aura D = a(i - ^) = aa; l'ex- 
pression de r deviendra donc 

(2-a)D D 



ïcos^^i' — acosv 



cos^^ V f I H tang'^i'j 



ce qui donne, en réduisant en série. 



^_^ 



Pour avoir le rapport de v au temps /, nous observerons que l'expres- 
sion de l'arc par la tangente donne 

w = 2lang^a(i — ^lang^^a-hylang*^M — . . .); 

or on a 

lang^M = y ^^-^ lang^i^; 

on aura donc 



"==V^**"'^**'['"5r^''*«'*'"^Ki^)'*^^^*'"--]' 



on a ensuite 



sina— — — ^^1— — 2lang4a(i — tang*ia^- iang*iu — . . .)> 



d'où l'on tire 



esm 



inM::^2(i-a)wCZ«ungivIi-^-^tengHv langui'-... . 

En substituant ces valeurs de u et de esina dans l'équation 

/i/ = «I — esinu, 

on aura le temps t en fonction de l'anomalie v^ par une suite trè&-con- 

26. 
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vergente; mais, avant que de faire cette substitution, nous observerons 

que Ton a, par le n® 20, /i = a â Vt^, et, comme D = aa, on aura 



3 






On trouvera, cela posé, 

Si l'orbite est parabolique, x = o, et par conséquent 




D 

r-- r-.— > 

COS^jV 






langui' ; ^lang^v^) 



Le temps /, la distance D et la somme [^ des masses du Soleil et de 
la comète sont des quantités hétérogènes qui, pour être comparables, 
doivent être divisées chacune par des unités de leur espèce. Nous sup- 
poserons donc que la moyenne distance du Soleil à la Terre est Tunité 
de distance, en sorte que D est exprimé en parties de cette distance. 
Nous observerons ensuite que, si Ton nomme T le temps d'une révo- 
lution sidérale de la Terre, que nous supposerons partir du périhélie, 
on aura, dans l'équation 

ni =^ u — esïnuy 

a = o au commencement de la révolution, et u= 2tz kh fin, t: étant 
la demi-circonférence dont le rayon est l'unité; on aura donc nT-- 277; 

mais on a /i = a"isf^ — y^, à cause de a = i ; partant 

La valeur de pi n'est pas exactement la même pour la Terre que pour 
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la comëte, puisque, dans le premier cas, elle exprime la «somme des 
masses du Soleil et de la Terre; au lieu que, dans le second cas, elle 
exprime la comme des masses du Soleil et de la comète; mais, les 
masses de la Terre et de la comète étant beaucoup moindres que celle 
du Soleil, on peut les négliger, et supposer que [^ est le même pour 
tous ces corps, et qu'il exprime la masse du Soleil. En substituant 



ÎTT 



donc au lieu de Vp* ^^ valeur -=r dans l'expression précédente de /, 



T 

on aura 

D^T 

t-- —-^ (tang^v-f-^lang4i^). 

7: v^ 

Cette équation ne renferme plus que des quantités comparables entre 
elles ; elle donnera facilement / lorsque v sera connu ; mais, pour avoir v 
au moyen de /, il faut résoudre une équation du troisième degré, qui 
n'est susceptible que d'une seule racine réelle. On peut se dispenser de 
cette résolution en faisant une Table des valeurs de v correspondantes 
à celles de t, dans une parabole dont la distance périhélie est l'unité, 
ou égale à la moyenne distance de la Terre au Soleil. Cette Table dou^ 
nera le temps correspondant à l'anomalie f', dans une parabole quel- 

conque dont D est la distance périhélie, en multipliant par D^ le temps 
qui correspond à la même anomalie dans la Table. On aura l'anomalie v 

correspondante au temps /, en divisant t par D^, et en cherchant dans 
la Table l'anomalie qui répond au quotient de cette division. 

Supposons maintenant que l'on cherche l'anomalie v correspondante 
au temps / dans une ellipse fort excentrique. Si l'on néglige les quan- 
tités de Tordre a^, et que l'on remette i — e au lieu de a, l'expression 
précédente de / en ^, dans l'ellipse, donnera 

t= —^ [lang^v' -h i-lang4v^ -1- (i — e) lang^i'({ j^ng^i^ - ilang4i)]. 

Vf* 

On cherchera, par la Table du mouvement des comètes, l'anomalie qui 
répond au temps / dans une parabole dont D serait la distance péri- 
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hélie; soit U cette anomalie, et V -hx l'anomalie vraie dans l'ellipset 
correspondante au même temps, x étant un très- petit angle. Si Ton 
substitue dans l'équation précédente U -h a? au lieu de v^ et que Ton 
réduise le second membre en série ordonnée par rapport aux puis- 
sances de Xy on aura, en négligeant le carré de x et le produit de x 
par I — e. 



.1 



^-[tangiU-t-ilang»{U + ^^^^ + ^langiU(i-tang4U-itang4U)j; 



mais on a, pai* la supposition. 



3 
il 



on aura donc, en substituant au lieu du petit arc x son sinus, 

sin JT =1:7^(1 — e) lang^U(4— 3cos*^U — 6cos* jU). 

Ainsi, en formant une Table des logarithmes de la quantité 

,^tang^U(4-3cos4U - ôcos^U), 

il suffira de leur ajouter le logarithme de 1 — e pour avoir celui de 
sino?; on aui*a par conséquent la correction à faire à l'anomalie U, 
calculée dans la parabole, pour avoir l'anomalie ^correspondante dans 
une ellipse fort excentrique. 

24. Il nous reste a considérer le mouvement dans une orbite hyper- 
bolique. Pour cela, nous observerons que, dans l'hyperbole, le demi- 
grand axe a devient négatif, et l'excentricité e surpasse l'unité. En 

n' 

faisant donc, dans les équations (/) du n? 20, a == — a' et a = -:;=:» 

v/-i 

et en substituant aii lieu des sinus et des cosinus leurs valeurs en 
exponentielles imaginaires, la première de ces équations donnera 
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La seconde deviendra 

enfin, si Ton prend convenablement le signe du radical de la troisième 
équation pour que {f croisse avec / et, par conséquent, avec u\ on aura 



, /e -M c«' — I 
Ung>— 4/ 



Supposons dans ces formules u'= logtang^x + ^t?), 7: étant la demi- 
circonférence dont le rayon est l'unité, et le logarithme précédent 
étant hyperbolique ; on aura 



r — a' 



COSCJ 



-)■ 



langui; :== y——\^vii{m. 

L'arc -^ est le moyen mouvement angulaire durant le temps /du 

corps /7i, supposé mû circulairement autour de M, à la distance a'. Cet 
arc est facile à déterminer, en le réduisant en parties du rayon : la pre- 
mière des équations précédentes donnera par des essais la valeur de 
l'angle xs correspondante au temps /; les deux autres équations don- 
neront ensuite les valeurs correspondantes de r et de v. 

25. T exprimant la révolution sidérale d'une planète dont a est la 
moyenne distance au Soleil, la première des équations (/) du n^ 20 

donnera wT — 27r; mais on a par le même numéro ^ —n\ on aura 

donc 

27ro 



3 

"M TT mm. 

T 



Vf* 



Si l'on néglige les masses des planètes par rapport à celle du Soleil, 
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[j. exprimera la masse de cet astre, et cette quantité sera la même pour 
toutes les planètes; ainsi, pour une seconde planète dont a' et T' se- 
raient la distance moyenne au Soleil et le temps de la révolution sidé- 
rale, on aura encore 

9.7: a 



3. 



T 



on aura donc 

c'est-à-dire que les carrés des temps des révolutions de différentes pla- 
nètes sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites, 
ce qui est une des lois découvertes par Kepler. On voit par l'analyse 
précédente que cette loi n'est pas rigoureuse, et qu'elle n'a lieu qu'au- 
tant que l'on néglige l'action des planètes les unes sur les autres et sur 
le Soleil. 

Si l'on prend pour mesure du temps le moyen mouvement de la 
Terre, et pour unité de distance sa moyenne distance au Soleil, T sera 
dans ce cas égal à 2-, et l'on aura a = i; l'expression précédente de T 
donnera donc ;i. = i ; d'où il suit que la masse du Soleil doit alors être 
prise pour unité de masse. On peut ainsi, dans la théorie des planètes 
et des comètes, supposer [ii = i, et prendre pour unité de distance la 
moyenne distance de la Terre au Soleil; mais alors le temps / est me- 
suré par l'arc correspondant du moyen mouvement sidéral de la Terre. 

L'équation 

31 

donne un moyen fort simple de déterminer les rapports des masses des 
planètes qui ont des satellites à la masse du Soleil. En effet, M repré- 
sentant cette masse, si l'on néglige la masse m de la planète vis-à-vis 

de M, on aura 

3 

T — ^—, 

Si Ton considère ensuite un satellite d'une planète quelconque m'; que 
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Ton désigne par/^ la masse de ce satellite, par A sa moyenne distance 
au centre de m\ et par t le temps de sa révolution sidérale, on aura 



partant, 





t: 


— 


s 
27rA^ 

• 

\lm' + p^ 


m' 


'-h 


£ 


h* (T 



Cette équation donne le rapport dé la somme des masses de la pla- 
nète, m' et de son satellite à la masse M du Soleil ; en négligeant donc 
la masse du satellite eu égard à celle de sa planète» ou en supposant 
le rapport de ces masses connu, on aura le rapport de la masse de la 
planète à celle du Soleil. Nous donnerons, en traitant de la théorie 
des planètes, les valeurs des masses de celles autour desquelles on a 
observé des satellites. 



ORuvres de L, — \. 37 
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CHAPITRE IV. 



DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 



26. Après avoir exposé la théorie générale du mouvement elliptique 
et la manière de le calculer par des suites convergentes» dans les deux 
cas de la nature, celui des orbes presque circulaires et le cas des orbes 
fort allongés, il nous reste à déterminer les éléments de ces orbes. Si 
les circonstances des mouvements primitifs des corps célestes étaient 
données, on pourrait facilement en conclure ces éléments. En effet, si 
l'on nomme Y la vitesse de m dans son mouvement relatif autour de M, 
on aura 

et la dernière des équations (/?) du n^ 18 donnera 

v..,„(2_l). 

Pour faire disparaître ^ de cette expression, nous désignerons par U la 
vitesse que m aurait, s'il décrivait autour de M un cercle d'un rayon 
égal à l'unité de distance. Dans cette hypothèse, on a r = a = i, et 
par conséquent U^ — p^; donc 

V. . u. ( î - 1) . 

Cette équation donnera le demi-grand axe a de l'orbite au moyen de la 
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vitesse primitive de m et de sa distance primitive k Mf a est positif 
dans l'ellipse, il est infini dans la parabole, et négatif dans Thyperbole ; 
ainsi l'orbite décrite par m est une ellipse» une parabole ou une hyper- 

bole, suivant que V est moindre» égal ou plus grand que U KJ -- Il est 

remarquable que la direction du mouvement primitif n'influe point sur 
l'espèce de la section conique. 

Pour déterminer l'excentricité de l'orbite, nous observerons que, si 
l'on nomme e l'angle que fait la direction du mouvement relatif de m 
avec le rayon vecteur r, on a 

En substituant au lieu de V sa valeur (& (- — - j» on aura 






mais on a, par le n^ 19, 

on aura donc 

ce qui fera connaître l'excentricité at de l'orbite. 
L'équation aux sections coniques 

r= — ^ - 

I-l-eCOSi' 

donne 



cosv^ 



tr 



On aura ainsi l'angle v que le rayon vecteur r fait avec la distance pé- 
rihélie, et par ccmséqnent on aura la position du périhélie. Les équa- 

27. 
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lions (/) du n^ 20 feront ensuite connaître l'angle u, et par son moyen 
rinstant du passage par le périhélie. . 

Pour avoir la position de Torbite par rapport à un plan fixe passant 
par le centre de M» supposé immobile, soit 9 l'inclinaison de l'orbite 
sur ce plan, et 6 l'angle que le rayon r forme avec la ligne des nœuds; 
soit de plus z l'élévation primitive de m au-dessus du plan fixe, élé- 
vation supposée connue; on aura 

rsin6sinç = z, 

en sorte que l'inclinaison 9 de l'orbite sera connue lorsque l'on aura 

déterminé 6. Pour cela, nommons \ l'angle, supposé connu, que fait 

avec le plan fixe la direction primitive du mouvement relatif de m\ si 

l'on considère le triangle formé par cette direction prolongée jusqu'à 

la rencontre de la ligne des nœuds, par cette dernière ligne et par le 

rayon r, en nommant / le côté de ce triangle opposé à l'angle € , on 

aura 

rsinê 



/ = 



sin(6-h ej 



on a ensuite j = sinX; on aura donc 

<o 5 sine 

" rsinïi — z 



cose 



Les éléments de l'orbite de la planète étant déterminés par ces formules 
en fonction des coordonnées r et z, de la vitesse de la planète et de la 
direction de son mouvement, on peut avoir les variations de ces élé- 
ments correspondantes à des variations supposées dans la vitesse et 
dans sa direction, et il sera facile, par les méthodes que nous donne- 
rons dans la suite, d'en conclure les variations différentielles de ces 
éléments dues à l'action de forces perturbatrices. 
Reprenons l'équation 

v=o.(î-i). 

Dans le cercle, a = r^ et par conséquent \ = li i/--, ainsi les vitesses 
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des planètes dans des cercles différents sont réciproques aux racines 
carrées de leurs rayons. 

Dans la parabole» a = oo , partant Y = U i/-*, les vitesses dans les 

différents points de l'orbite sont donc alors réciproques aux racines 
carrées des rayons vecteurs, et la vitesse à chaque point est à celle 
qu'aurait la planète , si elle décrivait un cercle d'un rayon égal au 

rayon vecteur r, comme v^ : i . 

Une ellipse infiniment aplatie se change en ligne droite, et dans ce 
cas y exprime la vitesse de m, s'il descendait en ligne droite vers M. 
Supposons que m parte de l'état du repos, et que sa distance primitive 
à M soit r; supposons de plus que, parvenu à la distance r\ il ait 
acquis la vitesse Y^; l'expression précédente de la vitesse donnera les 
deux équations suivantes : 

r a \r a] 

d'où l'on tire 

c'est l'expression de la vitesse relative acquise par m, en partant de la 
distance r et en tombant vers M de la hauteur r — r'. On déterminera 
facilement, au moyen de cette formule, de quelle hauteur .le corps m, 
mû dans une section conique, devrait tomber vers M, pour acquérir, 
en partant de l'extrémité du rayon vecteur r, une vitesse relative égale 
à celle qu'il a à cette extrémité; car, Y étant cette dernière vitesse, on a 






mais le carré de la vitesse acquise en tombant de la hauteur r—r' est 
2 U' — — h 6n égalant ces deux expressions, on aura donc 



r— r 



4a— r 
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Dans le cercle, a = r, et alors r — r'= jr; dans l'ellipse, on a r — r'<ijr\ 
a étant infini dans la parabole, on a r — r — ^r; et dans Thyperbole» 
où a est négatif, on a r — r' > ^r. 



27. L'équation 






est remarquable en ce qu'elle donne la vitesse indépendamment de 
l'excentricité de l'orbite. Elle est renfermée dans une équation plus 
générale qui existe entre le grand axe de l'orbite, la corde de l'arc 
elliptique, la somme des rayons vecteurs extrêmes, et le temps employé 
à décrire cet arc. Pour parvenir à cette dernière équation, nous repren- 
drons les équations du mouvement elliptique, données dans le n^ 20, 
en y supposant, pour plus de simplicité, [x ~ i . Ces équations deviennent 
ainsi 



_ a[i- eK 
I -hecosi'' 

r=:a[\ - ecosu), 
t =zà^[u — esmu]. 

Supposons que r, v, u ^i t correspondent à la première extrémité de 
l'arc elliptique, et que r', v\ u' et t correspondent à l'autre extrémité; 
on aura 



Soient 



I-h€C0Sv' 

r' = a(i — tfcosii'), 
/' = a^(a'-esinii'). 



,_,^x, ^^^^-^6, îîl±iî=6', r'^r^R; 



si l'on retranche l'expression de t de celle de t\ et si l'on observe que 

sini*'— s!n«=: 2sin6cos6^ 
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on aura 

s 

T = 20^ (6 — esinê cos6'). 

Si l'on ajoute Tune à l'autre les deux expressions de r et de r' en u et u\ 
et si l'on observe que 

COSIl' -f- COSM = 2 cosS cos6', . 

on aura 

R = 2a(i — ecosScosS'j. 

Maintenant soit c la corde de l'arc elliptique ; on a 

c^zrir^^- r'2 — 2rr' cos(v — v'); 

mais les deux équations 

• 

r— — -j /•-- a(i — ecosa) 

iH-ecosv ^ ' 

donnent celles-ci 

cosM — e . ûi/i— e=*sina 

cosi^ = a ) aini'^:: --^ • 

r r 

On a pareillement 

afcosa'— e) . , ayli — e'^siTiu' 

cosv = , -'i smv =::— ^^ ; ; 

r r 

on aura donc 

rr' cos(i' — sf') — a*(« — cosa) (« — cosii') -!-a^(i — e*) sinasinii', 

et par conséquent 

c* = ia^[i — e^) (i — sîn a sin a' — cos a cos II') -f- «^^«(cosa — cosii')»; 

or on a 

sinasiuu'-hCosacosa'=2COS^6 — i, 

cos u — cos tt' = 2 sin 6 sin & ; 

partant 

c> = 4a» sin«6 (i — «î» cos»6') ; 
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on a donc ainsi les trois équations suivantes : 

R = 2a(i — ecos6cos6'), 

T =2a^(6 — esinScosê'), 
c^ = ^a^ sin«6 (i - e^ cos«6'). 

La première de ces équations donne 



ecos6'== 



2acos6' 



en substituant cette valeur de ecosS' dans les deux autres, on aura 

T =2a^(è-h 7/^ tang6j, 

Ces deux équations ne renferment point l'excentricité e^ et, si dans la 
première on substitue au lieu de 6 sa valeur donnée par la seconde, 
on aura t en fonction de c, R et a. On voit ainsi que le temps t ne dé- 
pend que du demi-grand axe, de la corde c et de la somme R des rayons 
vecteurs extrêmes. 
Si l'on fait 

2tf — R-+-C , 2a — R— c 
2a 2a 

la dernière des équations précédentes donnera 

C0S26 = zz' -h v^(i — «a)(i — a'a), 

d'où Ton tire 

26 = arccosjs' — • arccosjs, 

arccosjs désignant ici Tare qui a z pour cosinus; on a par conséquent 

-, sin (arceosz') — sin (arccosjs) 

on a ensuite j5H-«'= ^^"" ^ l'expression de t deviendra donc, en 
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observant que, si T est la durée de la révolution sidérale de la Terre, 
dont la moyenne distance au Soleil est prise pour unité, on a, par le 

n^l6, T=:27C, 

s 

[a) T= [arccos-3' — arccosz — sin(arccos2') -f- sin(arccosz)]. 

Les mêmes cosinus pouvant appartenir à plusieurs arcs, cette expres- 
sion de T est ambiguë, et il faut bien distinguer les arcs auxquels ré- 
pondent les cosinus z et z\ 
Dans la parabole, le demi-grand axe a est infini, et Ton a 



arc 



C0S2 — sm(arccos2 ) —- ^' I 1 



En faisant c négatif, on aura la valeur de arccosz -- sinfarccosz;; la 
formule (a) donnera donc, pour le temps t employé à décrire Tare 
sôus-tendu par la corde c, 

T= — [{r-f-r'-+.c;^zp(r-i-r'- c)^], 

le signe — ayant lieu lorsque les deux extrémités de Tare prabolique 
sont situées du même côté de Taxe de la parabole, ou lorsque, Tune 
d'elles étant située au-dessous, Tangle formé par les difux rayons vec- 
teurs est tourné vers le périhélie; il faut employer le sifçne + dans Ici 
autres cas. T étant égal à 365^ 25G38, on a 

^ 91,688726. 



127: 



Dans rhyperbole, a est négatif; z et z' deviennent pluM grandH que 
Tunité; les arcs arccosz et arccos^' mvA. imaginai ren, et Ton a en 

logarithmes hyperboliques 

arccofz'-: , lofiez' ^z'^ ij; 

QEmrret et L.-^X. lH 
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la formule (a) devient ainsi, en y changeant a dans — a. 



T 

7. T. 






La formule (a) donne le temps qu'un corps emploie à descendre en 
ligne droite vers le foyer, en partant d'une distance donnée, avec une 
vitesse donnée; il suffit pour cela de supposer l'ellipse qu'il décrit 
alors infiniment aplatie. Si Ton suppose, par exemple, que le corps 
parte de l'état du repos, à la distance 2a du foyer, et que l'on cherche 
le temps t, qu'il emploie à s'en approcher de la distance c, on aura dans 

C ~— CL 

ce cas R = - 2^ -f-r, r^^ia — c, ce qui donne z' = — i, z ----- ; la 

ce 

formule : a; donnera donc- 



3 ^ 

a^T/ c a , i'xac — c^\ 
( TT — arccos ^- \/~ ., - ) 



3 
a 

T :- 



Il y a cependant une différence essentielle entre le mouvement ellip- 
tique vers le foyer et le mouvement dans une ellipse infiniment aplatie. 
Dans le premier cas, le corps, parvenu au foyer, passe au delà et s'en 
éloigne à la même distance dont il était parti; dans le second cas, le 
corps, parvenu au foyer, revient au point d'où il était parti. Une vitesse 
taugentielle à l'aphélie, quelque petite qu'elle soit, suffît pour pro- 
duire cette différence, qui n'influe point sur le temps que le corps 
emploie à descendre vers le foyer. 

28. Les observations ne faisant pas connaître les circonstances du 
mouvement primitif des corps célestes, on ne peut pas déterminer par 
les formules du n^ 26 les éléments de leurs orbites. 11 est nécessaire 
pour cet objet de comparer entre elles leurs positions respectives ob- 
servées à différentes époques, ce qui présente d'autant plus de difficul- 
tés que l'on n'obseiTe point ces corps du centre de leurs mouvements. 
Relativement aux planètes, on peut, au moyen de leurs oppositions ou 
de leurs conjonctions, avoir leur longitude telle qu'on l'observerait du 
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centre même du Soleil. Cette considération, jointe à la petite excen* 
tricité et au peu d'inclinaison de leurs orbites à Técliptique, donne un 
moyen fort simple d'avoir leurs éléments. Mais, dans l'état actuel de 
l'Astronomie, les éléments de ces orbites n'ont besoin que de correc- 
tions très-légères; et, comme les variations des distances des planètes 
à la Terre ne sont jamais assez grandes pour les dérober à nos regards, 
on peut les observer sans cesse, et rectifier, par la comparaison d'un 
gi*and nombre d'observations, les éléments de leurs orbites et les er- 
reurs mêmes dont les observations sont susceptibles. Il n'en est pas 
ainsi des comètes; nous ne les voyons que vers leur périhélie : si les 
observations de leur apparition sont insuffisantes pour déterminer 
leurs éléments, nous n'avons alors aucun moyen de suivre ces astres 
par la pensée dans l'immensité de l'espace, et, quand la suite des siècles 
les ramène vers le Soleil, il nous est impossible de les reconnaître; il 
lest donc important de pouvoir déterminer, par les seules observations 
de l'apparition d'une comète, les éléments de son orbite; mais ce pro- 
blème, pris en rigueur, surpasse les forces de l'Analyse, et l'on est 
obligé de recourir aux méthodes d'approximation pour avoir les pre- 
mières valeurs des éléments, que l'on peut corriger ensuite avec toute 
la précision que les observations comportent. 

Si Ton faisait usage d'observations éloignées entre elles, les élimina- 
tions conduiraient à des calculs impraticables; il faut donc se borner 
à ne considérer que des observations voisines, et avec cette restriction 
même le problème présente encore de grandes difficultés. Après y avoir 
réfléchi, il m'a paru qu'au lieu d'employer directement les observa- 
tions, il e»i plus avantageux d'en tirer des données qui offrent un ré- 
sultat exact et simple, et je me suis assuré que celles qui remplissent 
le mieux cette condition sont la longitude et la latitude géocentriques , 
de la comète à un instant donné, et leurs premières et secondes diffé- 
rences divisées par les puissances correspondantes de l'élément du 
temps; car au moyen de ces données on peut déterminer rigoureuse- 
ment et avec facilité les éléments, sans recourir à aucune intégration, 
et par la seule considération des équations différentielles de l'orbite. 

28. 



^.* 
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Cette manière d'envisager le problème permet d'ailleurs d'employer 
un grand nombre d'observations voisines, et de comprendre ainsi un 
intervalle considérable entre les observations extrêmes, ce qui est très- 
utile pour diminuer l'influence des erreurs dont ces observations sont 
toujours susceptibles, à cause de la nébulosité qui environne les co- 
mètes. Je vais d'abord présenter les formules nécessaires pour conclure 
les diflerences premières de la longitude et de la latitude d'un nombre 
quelconque d'observations voisines; je déterminerai ensuite les élé- 
ments de l'orbite d*une comète au moyen de ces diflerences; enfin 
j'exposerai le moyen qui m'a paru le plus simple pour corriger ces élé- 
ments par trois observations éloignées entre elles. 

29. Soient, à une époque donnée, a la longitude géocentrique d'une 
comète, et sa latitude boréale géocentrique, les latitudes australes 
devant être supposées négatives. Si l'on désigne par s le nombre deff 
jours écoulés depuis cette époque, la longitude et la latitude géocen- 
trique de la comète après cet intervalle seront exprimées, en vertu de 
la formule (i) du n° 21, par les deux suites 

\rf5/ 1.2 \rf5V 1.2.3 Irfs»/ 

On déterminera les valeurs de a, (^)> ("yT)*"*' ^» (t)'*"' ^^ 

moyen de plusieurs longitudes et de plusieurs latitudes géocentriques 
observées. Pour y parvenir de la manière la plus simple, considérons 
la suite infinie qui exprime la longitude géocentrique. Les coefficients 
des puissances de 5, dans cette suite, doivent être déterminés par la 
condition qu'elle doit représenter chaque longitude observée, en y sub- 
stituant pour s le nombre de jours qui lui correspond; on aura ainsi 
autant d'équations que d'observations, et, si le nombre de celles-ci 
est n, on ne pourra déterminer à leur moyen, dans la suite infinie, que 
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n quantités a, (g-)'"" Mais on doit observer que, s étant supposé fort 

petit, on peut négliger les termes multipliés par y*, 5^"^*, . . ., ce qui 
réduit la suite infinie à ses n premiers termes, que Ton pourra déter- 
miner par les n observations. Ces déterminations ne seront qu'appro- 
chées, et leur exactitude dépendra de la petitesse des termes que Ton 
néglige; elles seront d'autant plus précises que s sera plus petit et que 
Ton emploiera un plus grand nombre d'observations. La théorie des 
interpolations se réduit donc à trouver une fonction rationnelle et en- 
tière de s^ qui soit telle, qu'en y substituant pour s le nombre des jours 
qui correspondent à chaque observation, elle se change dans la longi- 
tude observée. 

Représentons par 6, 6', 6", ... les longitudes observées de la comète, 
et par i, T, i", ... les nombres des jours dont elles suivent l'époque 
donnée; ces nombres doivent être supposés négatifs pour les observa- 
tions antérieures à cette époque. Si l'on fait 

^ ~ O .._ >fi ^ "~ ^ _, xej ^ ~ ^ >fi// 

in ; — " ^> im _v - - « ^ » • • • » 

l — I I — I 



la fonction cherchée sera 

6^;;,_/;56_i_(,_i)(,_i')326-4-(*-i);5-/'î(*-/'')i»6-^...; 

car il est facile de s'assurer que, si l'on fait successivement x--i, 
1— i\ s — i\ . . , elle se changera dans 6, 6', 6", .... 
Maintenant, si l'on compare la fonction précédente à celle-ci 



a-h5 
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on aura, en égalant les coefficients des puissances semblables de s y 



( 



da 



^) =a6- (j-H/'^S'ê-t-'/ï' + iV-t-/'!' a'6-..., 



les différences ultérieures de a nous seront inutiles. Les coefficients de 
ces expressions sont alternativement positifs et négatifs; le coefficient 
de ?5''6 est, abstraction faite du signe, le produit rk r des r quantités i, 
i\ r, ..., 1^''"'^ dans la valeur de a; il est la somme des produits des 

mêmes quantités r— i à r — i dans la valeur de ( j^l; enfin il est 

la somme des produits de ces quantités r — s? [à r — 2 dans la valeur 

Si l'on nomme y, y', y",... les latitudes géocentriques observées de la 
comète, on aura les valeurs de 0, (7-)' (^;r)'' *' ^^ changeant, dans 

les expressions précédentes de a, \-J^)y ( ^7-^ ) ^ • • ? les quantités 6, 6', 
j , . . . , en y, y , y , • • • • 

Ces expressions sont d'autant plus précises qu'il y a plus d'observa- 
tions et que les intervalles qui les séparent sont plus petits; on pour- 
rait donc employer toutes les observations voisines de l'époque choisie, 
si elles étaient exactes; mais les erreurs dont elles sont toujours sus- 
ceptibles conduiraient à un résultat fautif; ainsi, pour diminuer l'in- 
fluence de ces erreurs, il faut augmenter l'intervalle des observations 
extrêmes, à mesure que l'on emploie plus d'observations. On pourra 
de cette manière, avec cinq observations, embrasser un intervalle de 
^5 ou ^o degrés, ce qui doit conduire à des valeurs très-approchées de 
la longitude et de la latitude géocentriques et de leurs premières et 
secondes différences. 

Si l'époque que l'on choisit est telle qu'il y ait un nombre égal d'ob- 
servations avant et après, de manière que chaque longitude qui la suit 
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ait une longitude correspondante qui la précède du même intervalle, 

cette condition rendra les valeurs de a, f^J et (-jy) plus approchées, 

et il est facile de s'assurer que de nouvelles observations, prises h égales 
distances de part et d'autre de l'époque, ne feraient qu'ajouter à ces 
valeurs des quantités qui seraient, par rapport à leurs derniers termes, 

du même ordre que le rapport de s^ {'^') ^ *• ^ette disposition symé- 
trique a lieu lorsque, toutes les observations étant équidistantes, on 
fixe l'époqoe au milieu de l'intervalle qu'elles comprennent; il y a 
donc de l'avantage à employer de semblables observations. En général, 
il sera toujours avantageux de fixer l'époque vers le milieu de cet inter- 
valle, parce que, le nombre de jours qui la séparent des observations 
extrêmes étant moins considérable, les approximations sont plus con- 
vergentes. On simplifiera encore le calcul en fixant l'époque à l'instant 
même d'une des observations, ce qui donnera immédiatement les va- 
leurs de a et de 0. 

Lorsque l'on aura déterminé, par ce qui précède, (t^)' ("^)' (^) 

et (3-7 )' ^^ ^" conclura de cette manière les différences premières et 

secondes de a et de 0, divisées par les puissances correspondantes de 
l'élément du temps. Si Ton néglige les masses des planètes et des co- 
mètes vis-à-vis celle du Soleil, prise pour unité de masse; si, de plus, 
on prend pour unité de distance sa moyenne distance à la Terre, le 
moyen mouvement de la Terre autour du Soleil sera, par le n** 23, la 
mesure du temps /. Soit donc 1 le nombre de secondes que la Terre 
décrit dans un jour, en vertu de son moyen mouvement sidéral ; le 
temps'/ correspondant au nombre s de jours sera \s; on aura donc 

\dt) ""' l \dsl ' \dJ^) ~ Y^ \"S^j ' 

Les observations donnent, en logarithmes des Tables, logX — 4»o394()22 : 
de plus, log>.^ -- log>. -h log ji9 R étant le rayon du cercle, réduit en 
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secondes; d'où résuite iog>.^ = 2,2750444; partant, si Ton réduit en 

secondes les valeurs de (^) et de \-j^)^ on aura les logarithmes de 

(37) ^* ^^ ("57^)' ^^ retranchant des logarithmes de ces valeurs les 
logarithmes 4*0394622 et 2,2750444* On aura pareillement les loga- 
rithmes de (^j et de (^77)' en retranchant respectivement les mêmes 
logarithmes des logarithmes de leurs valeurs réduites en secondes. 
C'est de la précision des valeurs de a, ( ^^ j ? ( -^ J > 6, ( ^ J et ( -^ \ 

que dépend l'exactitude des résultats suivants, et, comme leur forma- 
tion est trës-simple, il faut choisir et multiplier les observations, de 
manière à les obtenir avec le plus de précision qu'il est possible. Dé- 
terminons présentement, au moyen de ces valeurs, les éléments de Tor^ 
bite de la comète,. et, pour généraliser ces résultats, considérons le 
mouvement d'un système de corps animés par des forces quelconques. 

30. Soient x, y, z les coordonnées rectangles du premier corps; 
x\ y\ z' celles du second corps, et ainsi de suite. Concevons que le 
premier corps soit sollicité, parallèlement aux axes des x, des y et 
des z, par les forces X, Y et Z, que nous supposerons tendre à diminuer 
ces variables. Concevons pareillement que le second corps soit sollicité, 
parallèlement aux mêmes axes, par les forces X', Y', Z', et ainsi de 
suite. Les mouvements de tous ces corps seront donnés par les équa- 
tions difTérentielles du second ordre 

o-rf^-^X, o^-^+Y, o=-^4-Z, 
0^^^4-X', o^^-hY', o=^4-Z, 



Si le nombre de ces corps est n, ces équations seront au nombre 3/i, 
et leurs intégrales finies renfermeront 6/1 arbitraires, qui seront les 
éléments des orbites des différents corps. 
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Pour déterminer ces éléments par les observations, nous transforme- 
rons les coordonnées de chaque corps en d'autres dont l'origine soit à 
Tobservateur. En supposant donc un plan passant par Fœil de Tobser- 
vateur, et dont la situation soit toujours parallèle à elle-même, tandis 
que l'observateur se meut sur une courbe donnée, nous nommerons p, 
p', p", ... les distances de l'observateur aux diflérents corps, projetées 
sur ce plan; a, a', a",... les longitudes apparentes de ces corps, rap- 
portées au môme plan, et 0, 0', 6",... leurs latitudes apparentes. Les 
variables a?, y, z seront données en fonction de p, a, 6 et des coordon- 
nées de l'observateur. Pareillement, x\ y\ z' seront données en fonc- 
tion de p', a', 0' et des coordonnées de l'observateur, et ainsi de suite. 
D'ailleurs, si l'on suppose que les forces X, Y, Z, X', Y', Z', . . . sont 
dues à l'action réciproque des corps du système et à des attractions 
étrangères, elles seront données en fonction de p, p', p",...; a, a', a",...; 
6, 6', 0", ... et de quantités connues; les équations différentielles précé- 
dentes seront ainsi entre ces nouvelles variables et leurs premières et 
secondes différences. Or les observations font connaître, pour un in- 
stant donné, les valeurs de a, (^) , (^ ; 0, (g) , (^) ; a/, (^) 

il ne restera donc d'inconnues que les valeurs de p, p', p", . . . , et leurs 
premières et secondes différences. Ces inconnues sont au nombre de 3/i, 
et, comme on a 3n équations différentielles, on pourra les déterminer. 
On aura même cet avantage, que les premières et secondes différences 
de p, p', f y ... ne se présenteront dans ces équations que sous une 
forme linéaire. 

Les quantités a, 6, p, a', 6', p', . . . et leurs premières différences divi- 
sées par dt étant connues, on aura, pour un instant donné, les valeurs 
de a?, y, z, x\ y\ z', . . . et de leurs premières différences divisées par 
dt. Si l'on substitue ces valeurs dans les 3n intégrales finies des équa- 
tions précédentes et dans les différences premières de ces intégrales, 
on aura 6n équations, au moyen desquelles on pourra déterminer les 
6n arbitraires de ces intégrales, ou les éléments des orbites des diffé- 
rents corps. 

Œuvres de L. — 1. 2C^ 



?••• 
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31 . Appliquons cette méthode au mouvement, des comètes. Pour 
cela, nous observerons que la force principale qui les anime est l'at- 
traction du Soleil; nous pouvons ainsi faire abstraction de toute autre 
force. Cependant, si la comète passait assez près d*une grosse planète 
pour en éprouver un dérangement seivsible, la méthode précédente 
ferait connaître encore sa vitesse et sa distance à la Terre; mais, ce cas 
étant excessivement rare, nous n'aurons égard, dans les recherches sui- 
vantes, qu'à l'action du Soleil. 

Si Ton prend pour unité de masse celle du Soleil, et pour unité de 
distance sa moyenne distance à la Terre; si, de plus, on fixe au centre 
du Soleil l'origine des coordonnées x^ j, z d'une comète, dont nous 
nommerons r le rayon vecteur, les équations différentielles (0) du 
n^ 17 deviendront, en négligeant la masse de la comète vis-à-vis de celle 
du Soleil, 



k\ ' "- 



d^z z 

O lin -i- • — • 

Supposons que le plan des x et des j soit le plan même de l'écliptique; 
que l'axe des x soit la ligne menée du centre du Soleil au premier 
point d'Ariès, à une époque donnée; que l'axe desj soit la ligne menée 
du centre du Soleil au premier point du Cancer, à la même époque; 
enfin, que les z positifs soient du même côté que le pôle boréal de 
l'écliptique. Nommons ensuite x' et j' les coordonnées de la Terre, et 
R son rayon vecteur. Cela posé : 

Transformons les coordonnées a?, y, z en d'autres relatives à l'obser- 
vateur, et, pour cela, nommons a la longitude géocentrique de la co- 
mète, sa latitude géocentrique, et p sa distance au centre de la 
Terre, projetée sur l'écliptique; nous aurons 

jri:=ijr'-h pcosa, j)^'— j^'-h psina, 2r=:plang5. 
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Si Ton multiplie la première des équations (i) par sin»» et que l'on en 
retranche la seconde multipliée par cosa, on aura 

d^x d^r .rsina— rcosa 

d'où l'on tire, en substituant pour x eiy leurs valeurs précédentes. 



d'^x' d^r' :r'sina— r'cosa 






La Terre étant retenue dans son orbite, comme la comète, par l'attrac- 
tion du Soleil, on a 

— ^' „ 5! - ^i _ 11! 
ce qui donne 

d^x' rf^r' r'cosa .r'siiia 

on aura donc 

o -.= (r'cosa - x'sina: (^ - -Lj _ , (^ j (^^^ ) _ p (^ ) . 

Soit A la longitude de la Terre vue du Soleil ; on aura 

jt' r - R ces A, ^' = R sin A ; 

partant 

^'cosa — jr'sina =:Rsin(A — a); 

l'équation précédente donnera ainsi 

( \ (^\ — R sin (A — g) / j A _ ^ \dt^ 



Cherchons maintenant une seconde expression de (^) - Pour cela, nous 

multiplierons la première des équations {k) par tangOcosa, la seconde 
par tangO sin a, et nous retrancherons la troisième équation de la somme 
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de ces deux produits; nous aurons ainsi 

,/ d^x . </'r\ , xcosa -r- rsina rf*z 'z 
o . tango \ ces* -j- -:- sin« -^ j + tangO IF ~ T^' 

» 

Cette équation deviendra, en y substituant pour â?, j, z leurs valeurs» 
. .rfd^x' x'\ /d^r' r'\ . "1 "\dt \dt 



cos*ô 



-P 






or on a 



/d^x' x'\ Id^r' r'\ ■ I , - , ^/■ « • \ 



partant 



dF) idB\.,^ „ U) '•"^•^«'^ 



('•) 



+ 2 ^^^j langS + — 



• Rsln9cos9cos(A — «) / i i 



de 



2 



■si Ton retranche cette valeur de (^j de la première, et que l'on sup- 
pose 



(-7T-) sin9cos9cos(A — a) -f- (^ j sin(A — a] 



on aura 



ii\ • R/i I 
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La distance projetée p de la comète à la Terre étant toujours positive, 
cette équation fait voir que la distance r de la comète au Soleil est plus 
petite ou plus grande que la distance R du Soleil à la Terre, suivant 
que [l' est positif ou négatif; ces deux distances sont'égales» si il'= o. 
On peut, par l'inspection seule d*un globe céleste, déterminer h* 
signe de pi', et, par conséquent, si la comète est plus près ou plus loin 
que la Terre du Soleil. Pour cela, imaginons un grand cercle qui passe 
par deux positions géocentriques et infiniment voisines de la comèu*. 
Soit Y l'inclinaison de ce cercle à Técliptique, et "k la longitude de son 
nœud ascendant; on aura 

tangy sin(a — a) — tangd, 
d'où l'on tire 

en différentiant encore, on aura 

fdajd^e,\ (dO./d^a. [d(x\(dO>.\ . (da\^ . ^ , 

d^^^ étant la valeur de d^h qui aurait Heu si le mouvement apparent 
de la comète continuait dans le grand cercle. La valeur de [// devient 

. . 1 ... ^ lû I rfasin^cos^cosfa — ).) 

amsi, en y substituant pour a6 sa valeur y- ^ .- - -S 

sin6f cos6fsin(A — À) 

La fonction -7—7 ^ est constamment positive; la valeur de u/ est donr 

sin^'cosd "^ ^ 

positive ou négative, suivant que (^) — \'^) ^*l ^1^* même signe ou 

d'un signe contraire à sin(A — X); or A — X est égal a deux angles 
droits, plus à la distance du Soleil au nœud ascendant du grand cercle; 
d'où il est facile de conclure que (&' sera positif ou négatif, suivant que 
dans une troisième position géocentrique de la comète, infiniment voi- 
sine des deux premières, la comète s*écarti;ra du grand cercle du même 
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côté où se trouve le Soleil, ou du côté opposé. Concevons donc que, 
par deux positions géocentriques très-voisines de la comète, on fasse 
passer un grand cercle de la sphère; si, dans une troisième position 
géocentrique consécutive et très-voisine des deux premières, la comète 
s*écarte de ce grand cercle du même côté que le Soleil ou du côté op- 
posé, elle sera plus près ou plus loin du Soleil que la Terre; elle en 
sera également éloignée, si elle continue de paraître dans ce grand 
cercle ; ainsi les diverses inflexions de sa route apparente nous éclairent 
sur les variations de sa distance au Soleil. 

Pour éliminer r de l'équation (3), et pour réduire cette équation à ne 
renfermer que l'inconnue p, nous observerons que Ton a 

en substituant au lieu de x^ y, z leurs valeurs en p, a et 6, on aura 

r2.rr^'2 4_^'a^_2p(^'cosa-4-r'sina; - ^;^; 

mais on a ic'= R cos A, y'— R sin A ; partant 

r2= — ^ -i-2Rpcos(A-«) -i-R*. 
cos-* 6» ^ ^ ' 

Si Ton carre les deux membres de l'équation (3) mise sous cette forme 

on aura, en substituant au lieu de r^ sa valeur, 

^4' [^4-2Rpcos{A-«) + R»]'(^'RV-4-i)^:-RS 

équation dans laquelle il n'y a que p d'inconnue, et qui monte au 
septième degré , parce que , le terme tout connu du premier membre 
étant égal à R*, l'équation entière est divisible par p. Ayant ainsi dé- 
terminé p, on aura (^ ) au. moyen des équations (i) et (2). En substi- 
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tuant, par exemple, dans Téquation (i), au lieu de -^ -- .j,» sa va- 
leur ^î donnée par l'équation (3), on aurj 

L'équation [^) est souvent susceptible de plusieurs racines réelles et 
positives : en faisant passer son second membre dans le premier et en 
la divisant ensuite par p, son dernier terme sera 

2R»[^'R» -^ 3cos(A — «]]; 

ainsi, Téquation en p étant du septième degré ou d*un degré impair, elli* 
aura au moins deux racines réelles positives, si i^'R'-f- 3eos(A — ay 
est positif; car elle doit toujours, par la nature du problème, avoir un<? 
racine positive, et elle ne peut alors avoir ses racines positives en 
nombre impair. Chaque valeur réelle et positive de p donne une section 
conique différente pour Torbite de la comète; on aura donc autant de 
ces couribes qui satisfont à trois observations vofsines que p aura d<* 
valeurs réelles et positives, et, pour déterminer la véritable orbiti? dit 
la comète, il faudra recourir à une nouvelle observation. 

32. La valeur de p, tirée de Téquation ^4^ « serait rigoureusi;, si a, 

quantités ne sont qu'approchées. A la vérité* on peut en appro<;her de 
plus en plus par la méthode exposée précédemment, en faisant usage 
d*on grand nombre d'observations, ce qui donne l'avantage de conAi- 
dérer d'assez grands intervalles et de compenser les unes par les autre» 
les erreurs des observations. Mais cette méthode a rioconvénient afia- 
Ijtiqne d'employer plus de trois observations dans uo problème oîi trr^is 
sofliseot. Oo peut obvier â cet ioconvéoient de h manière suivantir, et 
rendre notre solution aussi approchée que Ton voudra, en ne eonsidé' 
rant que trois observations* 
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Pour cela, supposons que a et représentent la longitude et la lati- 
tude géocentrique de l'observation intermédiaire; si Ton substitue dans 
les équations (k) du numéro précédent, au lieu de x.y, z, leurs valeurs 

;r' t-pcosa, j^'-f-psina et ptangO, elles donneront (^)' \~jnj ^^ 
T— j en fonction de p, a et 6, de leurs premières différences et des 
quantités connues. Si l'on différentie ces fonctions, on aura ( j^)» 

ilï^) ^^ \di^) ^^ fonction de p, a, 9 et de leurs premières et secondes 

différences. On pourra en éliminer la seconde différence de p au moyen 
de sa valeur, et sa première différence au moyen de l'équation (2) du 
numéro précédent. En continuant de différentier successivement les 

valeurs de ( jtt)' {'JTï)^ ^^ ^^ éliminant les différences de a et de 6 
supérieures aux secondes différences, et toutes les différences de p, on 
aura les valeurs de (^)' (^)'"' \Jn)' (^)'-' en fcmction de p, 

*• (57)' (S^-)' ^' (37)' (s/t)- Cela posé : 

Soient a , a, a' les trois longitudes géocentriques observées de la 
comète; 6,, 6, 9' ses trois latitudes géocentriques correspondantes; 
soient i le nombre des jours qui séparent la première de la seconde 
observation, et i" celui des jours qui séparent la seconde observation 
de la troisième; enfin, soit 'k l'arc que la Terre décrit dans un jour par 
son moyen mouvement sidéral; on aura, par le n^ 29, 



.. /rfa\ in^(d^a\ in^fd^a\ 



""1 • • • j 



I • • • » 



H- . . . 



l • • • • 
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Si Ton substitue dans ces séries, au lieu de (-j^)» \'S^)^""* \dt^)^ 
(jH')-"'' l^îurs valeurs obtenues par ce qui précède, on aura quatre 

équations entre les cinq inconnues p, f^)' (■5^)' (57)' (rf/i")' ^^^ 
équations seront d'autant plus exactes, que Ton aura considéré un plus 
grand nombre de termes dans ces séries. On aura ainsi f^)» ("^)» 

\ir) ^* idi^) ^^ fonction de p et de quantités connues; et, en les sub- 
stituant dans l'équation (4) du numéro précédent, elle ne renfermera 
plus que l'inconnue p. Au reste, cette méthode, que je n'expose ici 
que pour montrer comment on peut obtenir des valeurs de plus en plus 
approchées de p en n'employant que trois observations, exigerait des 
calculs pénibles dans la pratique, et il est à la fois plus exact et plus 
simple d'en considérer un plus grand nombre, par la méthode du v? 29. 

33. Lorsque les valeurs de p et de (^) seront déterminées, on aura 
celles de a?, y, z, i-^)^ i-^) et (^)> au moyen des équations 

x = RcosA -i-pcosa, y =RsinA -hpsina, z — piangô, 
et de leurs différentielles divisées par dt, 

fd6\ 



(dz\ {dp\ . - ^\dt) 



-^j\ et de [-77] sont données par la théorie du mou- 
vement de la Terre : pour en faciliter le calcul, soient E l'excentricité 
de l'orbite terrestre et H la longitude de son périhélie; on a, par la 

Œuvres de L, — I.. 3o 
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nature du mouvement elliptique, 



rfA\ _ y/ï— É' _ _ I - E« 






— - - • 



dt)~ R2 ""■ i-i-Ecos(A-H) 



Ces deux équations donnent 



/rfR\ _Esin(A-H}. 



soit R' le rayon vecteur de la Terre, correspondant k la longitude A de 
cette planète, augmentée d*un angle droit; on aura 



I — E^ 

R'=: 



i-Esin(A-H) 



d*où l'on tire 



partant 



E sin (A — H) =3 — 






Si Ton néglige le carré de l'excentricité de l'orbite terrestre, qui est 
très-petit, on aura 

les valeurs précédentes de (^f) ®t (^) deviendront ainsi 

(^) =(R'-«)cosA- ^ + (a)^'''«-p(^) '•"*• 
(J:) =(R'-.)sinA + ^ -I- (I) sin« + p(^) cosa. 

R, R' et A étant donnés immédiatement par les Tables du Soleil , le 
calcul des six quantités a:, y, z, (jr)» (^) et (^J sera facile, lors- 
que p et ( ^] seront connus. On en tirera les éléments de l'orbite de la 
comète, de cette manière. 
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Le secteur infiniment petit, que la projection du rayon vecteur de la- 
comète sur le plan de l'écliptique décrit durant l'élément du temps elt, 

est — ^— — = — , et il est visible que ce secteur est positif ou négatif, 

suivant que le mouvement de la comète est direct ou rétrograde; ainsi, 

en formant la quantité ^ (^) "".Xl^)' ^lle indiquera par son signe 

le sens du mouvement de la comète. 

Pour déterminer la position de l'orbite, nommons 9 son inclinaison 
à l'écliptique, et I la longitude du nœud qui serait ascendant si le 
mouvement de la comète était direct; nous aurons 

z ; j^cosl tang<p — ^ sini tang<p. 

Cette équation, combinée avec sa différentielle, donne 



r 



tangl::.- 






tangf ~ ^ 



^ devant toujours être positif et moindre qu'un angle droit, cette con- 
dition détermine le signe de sini; or, la tangente de I et le signe de son 
sinus étant déterminés, l'angle I est entièrement déterminé. Cet angle 
est la longitude du nœud ascendant de l'orbite, si le mouvement est 
direct; mais il faut lui ajouter deux angles droits pour avoir la longi- 
tude de ce nœud, si le mouvement est rétrograde. Il serait plus simple 
de ne considérer que des mouvements directs, en faisant varier l'incli- 
naison 9 des orbites depuis zéro jusqu'à deux angles droits; car il est 
visible qu'alors les mouvements rétrogrades répondent à une incli- 
naison plus grande qu'un angle droit. Dans ce cas, tangç est du même 

signe que ^ (^) —y (^)' ^^ V^^ détermine sinI, et par conséquent 

l'angle I, qui exprime toujours la longitude du nœud ascendant. 

3o. 



236 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

• a et ea étant le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite » on a , 
par les n°* 18 et 19, en y faisant (x = i, 



î=?-(^)'- ©'-(-> 



57 j' 



La première de ces équations' détermine le demi -grand axe de l'or- 
bite, et la seconde détermine son excentricité. Le signe de la fonction 

^(^j -T-Jl^) "^^(^) '^^t connaître si la comète a déjà passé par 

son périhélie; car elle s'en approche, si cette fonction est négative; 
dans le cas contraire, la comète s'éloigne de ce point. 

Soit T l'intervalle de temps compris entre l'époque et le passage de 
la comète par le périhélie; les deux premières des équations (/) du 
n** 20 donneront, en observant que, (jl étant supposé égal à l'unité, 

on a /i = a •-», 

3 

r=r a(i — ecosu), T == c^ [u -- e sinu). 

La première de ces équations donne l'angle w, et la seconde fait con- 
naître T. Ce temps, ajouté ou retranché de l'époque, suivant que la 
Comète s'approche ou s'éloigne du périhélie, donnera l'instant de son 
passage par ce point. Les valeurs de a; et de j déterminent l'angle 
que la projection du rayon vecteur r fait avec l'axe des a?, et, puisque 
l'on connaît l'angle I formé par cet axe et par la ligne des nœuds, on 
aura l'angle que forme cette dernière ligne avec la projection de r, d'où 
l'on tirera, au moyen de l'inclinaison ç de l'orbite, l'angle formé par 
la ligne des nœuds et par le rayon r. Mais, l'angle u étant connu, on 
aura, au moyen de la troisième des équations (/) du n® 20, l'angle ç 
que forme ce rayon avec la ligne des apsides; on aura donc l'angle 
compris entre les deux lignes des apsides et des nœuds, et par consé- 
quent la position du périhélie; tous les éléments de l'orbite seront 
ainsi déterminés. 
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34. Ces éléments sont donnés» par ce qui précède» en fonction de p, 

(^) et des quantités connues; et, comme l-^j est donné en p par le 

n^ 31, les éléments de l'orbite seront fonctions de p et de quantités con- 
nues. Si Tun d'eux était donné, on aurait une nouvelle équation, au 
moyen de laquelle on pourrait déterminer p; cette équation aurait un 
diviseur commun avec l'équation (4) du n® 31, et, en cherchant ce 
diviseur par les* méthodes ordinaires, on parviendrait à une équation 
du premier degré en p; on aurait, de plus, une équation de condition 
entre les donliées des observations, et cette équation serait celle qui 
doit avoir lieu pour que l'élément donné puisse appartenir à l'orbite de 
la comète. 

Appliquons maintenant cette considération à la nature. Pour cela, 
nous observerons que les orbites des comètes sont des elUpses très- 
allongées, qui se confondent sensiblement avec une parabole, dans la 
partie dans laquelle ces astres sont visibles; on peut donc supposer 

sans erreur sensible a = 3o , et par conséquent - = o; l'expression 
de - du numéro précédent donnera ainsi 

Si Ton substitue ensuite, au lieu de (3^)» (^) et (^)» leurs valeurs 

trouvées dans le même numéro, on aura, après toutes les réductions et 
en négligeant le carré de R'— i. 



(5" '' fdf>\r«. » sin A-« 1 

/</a\r,_, ... . cos A — «1 I ?. 
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en substituant dans cette équation, au lieu de (^)'^d valeur 



P 



m 



[("^j'^^'^'^^'^^'O' 



trouvée dans le n** 31; en faisant ensuite 

C= -^ L R ^ -(R-.)coSiA-a)J 

Vdi) 



)[(R'-.)sin(A-«) + '^-?ii^} 



on aura 



et par conséquent 



r* 



(Bp2 + cp + :^) = 4; 



cette équation n'est que du sixième degré, et, sous ce rapport, elle est 
pliis simple que l'équation (4) du n^ 31; mais elle est particulière à la 
parabole, au lieu que l'équation (4) s'étend à toute espèce de section 
conique. 

35. On voit par l'analyse précédente que, la détermination des orbes 
paraboliques des comètes conduisant à plus d'équations que d'incon- 
nues, on peut, en combinant diversement ces équations, former autaat 
de méthodes différentes' pour calculer ces orbes. Examinons celles dont 
on doit attendre le plus de précision dans les résultats, ou qui parti- 
cipent le moins aux erreurs des observations. 
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C'est principalement sur les valeurs des diflerences secondes \-ja-) 

et (•yi^) que ces erreurs ont une influence sensible; en eflet, il faut, 

pour les déterminer, prendre les différences finies des longitudes et des 
latitudes géocentriques de la comète, observées dans un court inter- 
valle de temps; or, ces différences étant moindres que les différences 
premières, les erreurs des observations en sont une plus grande partie 
aliquote; d'ailleurs, les formules du n^ 29, qui déterminent, par la 

comparaison des observations, les valeurs ^^ a, 9, (t^J? (^)> (7777) 

et (3T2-)» donnent avec plus de précision les quatre premières de c(»s 

quantités que les deux dernières; il y a donc de l'avantage à s'appuyer 
le moins qu'il est possible sur les différences secondes de a et de 6; et, 
comme on ne peut pas les rejeter toutes deux à la fois, la méthode qui 
n'emploie que la plus grande doit conduire aux résultats les plus précis. 
Cela posé : 
Reprenons les équations trouvées dans les n^ 31 et 34, 



_ P 



= -^—^ -^ 2Rp cos ( A — a) -h R' 
cos^ô ^ ^ ' 



m- 



Rsin(A — a) / 1 

R> 



2 



da \ 

dï) 



(d*(x 



($)= 



-îp 



(L) < 



L\dt) \dt) 



sind COS0 



Rsin9cosdcos(A — «1 



(d9\ 



\r* ÏÏ»/ 



o^ 



'iihl 



4- 



COM'O J 



</p\ r,_, , ,. , siii(A «^ 

^j[(R->)co»(A-«) ■•- ^-,^ ■ 

rnufA «1 
H 



'KS)['«' 



1^ Hiu{\ ■ ») \ 



H» 



1 

r 
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Si Ton veut rejeter (777)' on ne considérera que la première, la se- 
conde et la quatrième de ces équations; en éliminant ( -^V de la der- 
nière au moyen de la seconde, on formera une équation qui, délivrée 
de fractions, renfermera un terme multiplié par r*p* et d'autres termes 
affectés des puissances paires et impaires de p et de r. Si l'on met dans 
un membre tous les termes affectés des puissances paires de r, et dans 
l'autre membre tous les termes affectés de ses puissances impaires, et 
que l'on carre chacun de ses membres pour n'avoir que des puissances 
paires de r, le terme multiplié par r*p^ en produira un multiplié par 
r^^p*; en substituant donc, au lieu de r^, sa valeur donnée par la pre- 
mière des équations (L), on aura une équation finale du seizième degré 
en p. Mais, au lieu de former cette équation pour la résoudre ensuite, 
il sera plus simple de satisfaire par des essais aux trois équations pré- 
cédentes. 

Si l'on veut rejeter (-3^)' il faudra considérer la première, la troi- 
sième et la quatrième des équations (L). Ces trois équations conduisent 
encore à une équation finale du seizième degré en p, et l'on peut faci- 
lement y satisfaire par des essais. 

Les deux méthodes précédentes me paraissent être les plus exactes 
que l'on puisse employer dans la détermination des orbes paraboliques 
des comètes; il est même indispensable d'y recourir, si le mouvement 
de la. comète en longitude ou en latitude est insensible, ou trop petit 
pour que les erreurs des observations n'altèrent pas sensiblement sa 
seconde différence : dans ce cas, il faudra rejeter celle des équations (L) 
qui contient cette différence. Mais, quoique dans ces méthodes on n'em- 
ploie que trois de ces équations, cependant la quatrième est utile pour 
déterminer, parmi toutes les valeurs réelles et positives de p qui satis- 
font au système des trois autres équations, celle qui doit être admise. 

36. Les éléments de l'orbite d'une comète, déterminés par ce qui 
précède, seraient exacts, si les valeurs de a, 6 et de leurs premières et 
secondes différences étaient rigoureuses; car nous avons eu égard. 
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d'une manière foirt simple, à Texcentricité de Torbe terrestre, au 
moyen du rayon vecteur R' de la Terre, correspondant à son anomalie 
vraie augmentée d'un angle droit; nous nous sommes permis seule- 
ment de négliger le carré de cette excentricité, comme une trop petite 
fraction pour que son omission puisse influer sensiblement sur les ré- 
sultats. Mais 6, a et leurs différences sont toujours susceptibles de 
quelque inexactitude, soit à cause des erreurs des observations, soit 
parce que nous n'avons tiré ces différences des observations que d'une 
manière approchée. Il est donc nécessaire de corriger les éléments au 
moyen de trois observations éloignées entre elles, ce que l'on peut faire 
d'une infinité de manières; car, si Ton connaît à peu près deux quan- 
tités relatives au mouvement d'une comète, telles que les rayons vec- 
teurs correspondants à deux observations , ou la position du nœud et 
l'inclinaison de l'orbite; en calculant les observations, d'abord avec* 
ces quantités, et ensuite avec d'autres quantités qui en soient très-peu 
différentes, la loi des différences entre les résultats fera aisément con- 
. naître les corrections que ces quantités doivent subir. Mais, parmi les 
combinaisons deux a deux des quantités relatives au mouvement des 
comètes, il en est une qui doit offrir le calcul le plus simple, et qui pur 
cette raison mérite d'être recherchée : il importe, en effet, dans un pro- 
blème aussi compliqué, d'épargner au calculateur toute opération su- 
perflue. Les deux éléments qui m'ont paru présenter cet avantage sont 
la distance périhélie et l'instant du passage de la comète par ce point: 

non-seulement ils sont faciles à déduire des valeurs de p et de (-t. )« 

mais il est très-aisé de les corriger par les observations, sans être obligé, 
à chaque variation qu'on leur fait subir, de déterminer les autre» élé- 
ments correspondants de l'orbite. 
Reprenons l'équation trouvée dans le n" 19, 

a.i — e^ est le demi-paramètre de la section conique dont a est le 
demi-grand axe et ea l'exeentricité; dans la parabole, oîj a est infini 

OEmrreiJeL. I. *' 






t. 1- - £ !i-r 1 — M 



ri E fin & 






-£- 



<rv, : '•^* Kf* 



: - £ *ii A - 



1 — • — £' 
£*^ A -H ? =^— =1^ 



(.e4f/t;sirit 



« % - £î_ 









Im ^u\^ur% ^rh'ÀA^AïU:% d^ ^ frt -j* deriendront ainsi 

dr .., . sinA rfs dx 

/// / R rf/ ; a/ 

h, K' #;t A HUiîîi donnés immédiatement par les Tables du Soleil, le 
t'iê\m\ Aitn six quantités x, v, 5, \-J^\^ l^) ^^ (^t) ^^ facile, lors- 
r|iii; f ni ( ? \ si;ront connus. On en tirera les éléments de Torbite de la 
roniêtif, de cette manière. 
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Le secteur infiniment petit, que la projection du rayon vecteur de la* 
comète sur le plan de Técliptique décrit durant Télément du temps dt, 

est — - — - — ^ et il est visible que ce secteur est positif ou négatif, 

suivant que le mouvement de la comète est direct ou rétrograde; ainsi, 

en formant la quantité ^ (^r) ^""7 (^)» ^^ indiquera par son signe 

le sens du mouvement de la comète. 

Pour déterminer la position de l'orbite, nommons 9 son inclinaison 
à Técliptique, et I la longitude du nœud qui serait ascendant si le 
mouvement de la comète était direct; nous aurons 

z . -/cosi tangf — ^ sini tangf. 
Cette équation, combinée avec sa différentielle, donne 

■ • „ , rilMË 



tangf 



- (g) - (^) 



^ devant toujours être positif et moindre qu'un angle droit, cette con- 
dition détermine le signe de sini; or, la tangente de I et le signe de son 
sinus étant déterminés, l'angle I est entièrement déterminé. Cet angle 
est la longitude du nœud ascendant de l'orbite , si le mouvement est 
direct; mais il faut lui ajouter deux angles droits pour avoir la longi- 
tude de ce nœud, si le mouvement est rétrograde. Il serait plus simple 
de ne considérer que des mouvements directs, en faisant varier l'incli- 
naison 9 des orbites depuis zéro jusqu'à deux angles droits ; car il est 
visible qu'alors les mouvements rétrogrades répondent à une incli- 
naison plus grande qu'un angle droit. Dans ce cas, tangf est du même 

signe que ^Vjt) —y l^)' ^ Q^^ détermine sinI, et par conséquent 
l'angle l, qui exprime toujours la longitude du nœud ascendant. 

3o. 
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• a et ea étant le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite, on a, 
par les n°* 18 et 19, en y faisant (x = i, 

â ~ 7 "" \dt) ■" [dj) ~ [dû) ' 

La première de ces équations" détermine le demi-grand axe de l'or- 
bite, et la seconde détermine son excentricité. Le signe de la fonction 

^[■^) "^7(57) "^^(^) '^** connaître si la comète a déjà passé par 

son périhélie; car elle s'en approche, si cette fonction est négative; 
dans le cas contraire, la comète s'éloigne de ce point. 

Soit T l'intervalle de temps compris entre l'époque et le passage de 
la comète par le périhélie; les deux premières des équations (/) du 
n** 20 donneront, en observant que, (jl étant supposé égal à l'unité, 

on a /i = a 2 

r—a[i — ecosa), T = a^ [u — esinu). 

La première de ces équations donne l'angle u, et la seconde fait con- 
naître T. Ce temps, ajouté ou retranché de l'époque, suivant que la 
Comète s'approche ou s'éloigne du périhélie, donnera l'instant de son 
passage par ce point. Les valeurs de x et de y déterminent l'angle 
que la projection du rayon vecteur r fait avec l'axe des x, et, puisque 
l'on connaît l'angle I formé par cet axe et par la ligne des nœuds, on 
aura l'angle que forme cette dernière ligne avec la projection de r, d'où 
l'on tirera, au moyen de l'inclinaison ç de l'orbite, l'angle formé par 
la ligne des nœuds et par le rayon r. Mais, l'angle u étant connu, on 
aura, au moyen de la troisième des équations (/) du n® 20, l'angle v 
que forme ce rayon avec la ligne des apsides; on aura donc l'angle 
compris entre les deux lignes des apsides et des nœuds, et par consé- 
quent la position du périhélie; tous les éléments de l'orbite seront 
ainsi déterminés. 
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34. Ces éléments sont donnés, par ce qui précède, en fonction de p, 

( 2^) et des quantités connues; et, comme (^j) est donné en p par le 

n^ 31, les éléments de l'orbite seront fonctions de p et de quantités con- 
nues. Si l'un d'eux était donné, on aurait une nouvelle équation, au 
moyen de laquelle on pourrait déterminer p; cette équation aurait un 
diviseur commun avec l'équation (4) du n** 31, et, en cherchant ce 
diviseur par lés* méthodes ordinaires, on paeviendi*ait à une équation 
du premier degré en p; on aurait, de plus, une équation de condition 
entre les donliées des observations, et cette équation serait celle qui 
doit avoir lieu pour que l'élément donné puisse appartenir à l'orbite de 
la comète. 

Appliquons maintenant cette considération à la nature. Pour cela, 
nous observerons que les orbites des comètes sont des elUpses très- 
allongées, qui se confondent sensiblement avec une parabole, dans la 
partie dans laquelle ces astres sont visibles; on peut donc supposer 

sans erreur sensible a = oo , et par conséquent - = o; l'expression 
de - du numéro précédent donnera ainsi 

Si Ton substitue ensuite, au lieu de (^)> i-rr) et ( jt)' leurs valeurs 

trouvées dans le même numéro, on aura, après toutes les réductions et 
en négligeant le carré de R'— i. 



'-m-H^ 




(S) 



,(^)[,».-,)co,(A-.,^^i!l(l^] 
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en substituant dans cette équation, au lieu de (^)' sa valeur 



7m[(^)"'""'''"^^~"']' 



trouvée dans le n° 31; en faisant ensuite 

4(Sj»-'<{ï)'-[(s?)-'''"»i*-')r 



-^- [ ___l_(R_.)cosiA-a)J 



/</a\r,„, , . ,. \ , cosfA — «) 1 
'■ \dt) I ^ ~ '^ ^'"' ~ *^ "' R J 



t 



on aura 



o^r.Bp2-hCp^-^ 
et par conséquent 



I a 

- — » 

r 



^^(Bp^-^Cp-^^)=.4; 



cette équation n'est que du sixième degré* et* sous ce rapport, elle est 
plus simple que Téquation (4) du n^ 31; mais elle est particulière à la 
parabole, au lieu que Téquation (4) s'étend à toute espèce de section 
conique. 

35. On voit par l'analyse précédente que, la détermination des orbes 
paraboliques des comètes conduisant à plus d'équations que d'incon- 
nues, on peut, en combinant diversement ces équations, former autaat 
de méthodes différentes* pour calculer ces orbes. Examinons celles dont 
on doit attendre le plus de précision dans les résultats, ou qui parti- 
cipent le moins aux erreurs des observations. 
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C'est principalement sur les valeurs des différences secondes (-j^) 

et (-jt^) que ces erreurs ont une influence sensible; en effet, il faut, 

pour les déterminer, prendre les différences finies des longitudes et des 
latitudes géocentriques de la comète, observées dans un court inter- 
valle de temps; or, ces différences étant moindres que les différences 
premières, les erreurs des observations en sont une plus grande partie 
aliquote; d'ailleurs, les formules du n^ 29, qui déterminent, par la 

comparaison des observations, les valeurs de a, 6, (^^j» (57)' ( j/^) 
et ( -^ \ » donnent avec plus de précision les quatre premières de ces 

quantités que les deux dernières; il y a donc de l'avantage à s'appuyer 
le moins qu'il est possible sur les différences secondes de a et de 0; et, 
comme on ne peut pas les rejeter toutes deux à la fois, la méthode qui 
n'emploie que la plus grande doit conduire aux résultats les plus précis. 
Cela posé : 
Reprenons les équations trouvées dans les n^ 31 et 34, 

r^= -^-l-2Rpcos(A — a)-hR^ 

rfp\ __ Rsin(A — a) / I i\ ^\dt^ 



m 



d(x\ \R» ry , fda\ 

d*e\ /rfaY . 

dt^ ) /de\ . . [dtj ^' 



(L) ( t-^""' 

^ ' \ Rsin0cos0cos(A — g^ ( j. i_\ 



'H^Wiihm 



sinS cosO 



{^) 




cos^ô 



,(|)[,R.-„e„,,A-.,-î!!ll*=^J 
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Si l'on veut rejeter (^77)' on ne considérera que la première» la se- 
conde et la quatrième de ces équations; en éliminant ( ^ ] de la der- 
nière au moyen de la seconde, on formera une équation qui, délivrée 
de fractions, renfermera un terme multiplié par r*p* et d'autres termes 
affectés des puissances paires et impaires de p et de r. Si Ton met dans 
un membre tous les termes affectés des puissances paires de r, et dans 
l'autre membre tous les termes affectés de ses puissances impaires, et 
que l'on carre chacun de ses membres pour n'avoir que des puissances 
paires de r, le terme multiplié par r*p^ en produira un multiplié par 
r*^p*; en substituant donc, au lieu de r*, sa valeur donnée par la pre- 
mière des équations (L), on aura une équation finale du seizième degré 
en p. Mais, au lieu de former cette équation pour la résoudre ensuite, 
il sera plus simple de satisfaire par des essais aux trois équations pré- 
cédentes. 

-^Tjj» il faudra considérer la première, la troi- 
sième et la quatrième des équations (L). Ces trois équations conduisent 
encore a une équation finale du seizième degré en p, et l'on peut faci- 
lement y satisfaire par des essais. 

Les deux méthodes précédentes me paraissent être les plus exactes 
que l'on puisse employer dans la détermination des orbes paraboliques 
des comètes; il est même indispensable d'y recourir, si le mouvement 
de la. comète en longitude ou en latitude est insensible, ou trop petit 
pour que les erreurs des observations n'altèrent pas sensiblement sa 
seconde différence : dans ce cas, il faudra rejeter celle des équations (L) 
qui contient cette différence. Mais, quoique dans ces méthodes on n'em- 
ploie que trois de ces équations, cependant la quatrième est utile pour 
déterminer, parmi toutes les valeurs réelles et positives de p qui satis- 
font au système des trois autres équations, celle qui doit être admise. 

36. Les éléments de l'orbite d'une comète, déterminés par ce qui 
précède, seraient exacts, si les valeurs de a, 6 et de leurs premières et 
secondes différences étaient rigoureuses; car nous avons eu égard. 
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d'une manière fort simple, à l'excentricité de l'orbe terrestre, au 
moyen du rayon vecteur R' de la Terre, correspondant à son anomalie 
vraie augmentée d'un angle droit; nous nous sommes permis seule- 
ment de négliger le carré de cette excentricité, comme une trop petite 
fraction pour que son omission puisse influer sensiblement sur les ré- 
sultats. Mais 6, a et leurs différences sont toujours susceptibles de 
quelque inexactitude, soit à cause des erreurs des observations, soit 
parce que nous n'avons tiré ces différences des observations que d'une 
manière approchée. Il est donc nécessaire de corriger les éléments au 
moyen de trois observations éloignées entre elles, ce que l'on peut faire 
d'une infinité de manières; car, si l'on connaît à peu près deux quan- 
tités relatives au mouvement d'une comète, telles que les i*ayons vec- 
teurs correspondants à deux observations, ou la position du nœud et 
l'inclinaison de l'orbite; en calculant les observations, d'abord avec 
ces quantités, et ensuite avec d'autres quantités qui en soient très-peu 
différentes, la loi des différences entre les résultats fera aisément con- 
. naître les corrections que ces quantités doivent subir. Mais, parmi les 
combinaisons deux à deux des quantités relatives au mouvement des 
comètes, il en est une qui doit offrir le calcul le plus simple, et qui par 
cette raison mérite d'être recherchée : il importe, en eflet, dans un pro- 
blème aussi compliqué, d'épargner au calculateur toute opération su- 
perflue. Les deux éléments qui m'ont paru présenter cet avantage sont 
la distance périhélie et l'instant du passage de la comète par ce point; 

non-seulement ils sont faciles à déduire des valeurs de p et de f^)» 

mais il est très-aisé de les corriger par les observations, sans être obligé, 
k chaque variation qu'on leur fait subir, de déterminer les autres élé- 
ments correspondants de l'orbite. 
Reprenons l'équation trouvée dans le n® 19, 



.n 



r2 r2 dr^' 



a\ - e- — . 2 r 



a.i — e^; est le demi-paramètre de la section conique dont a est le 
demi-grand axe et ea l'excentricité; dans la parabole, où a est infini 

(ouvres de L. — \. ^I 
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et e égal à Tunité, a\\- - 1?) est le double de la distance périhélie; 
soit D cette distance : Téqoation précédente devient , relatiyement a 
cette courbe, 

-^r- est égal à ^ ,' ; en substituant au lieu de r* sa valeur 

— ^ -f- 2Rpcos(A — * -^ R^, et au lieu de (-^) et de \-yi\ leurs 
valeurs trouvées dans le n^ 33, on aura 



rdr p 



[(|)-.»©H*«f|) 



cos A — a 



-f-p[(R-^i)cos(A-a - "'"^^^^ ^ j^pR(gjsin(A~a-^R(R--i). 

Soit P cette quantité; si elle est négative, le rayon vecteur r va en dimi- 
nuant, et par conséquent la comète tend vers son périhélie; mais elle 
s'en éloigne, si P est positif. On a ensuite 

D^ r — |P«; 

la distance angulaire v de la comète à son périhélie se déterminera par 
Téquation polaire de la parabole 

' r 

Enfin, on aura le temps employé à décrire Tangle v^ par la Table du 
mouvement des comètes. Ce temps, ajouté ou retranché de celui de 
l'époque, suivant que P est négatif ou positif, donnera l'instant du pas- 
sage de la comète par le périhélie. 

37. En rassemblant ces divers résultats, on aura la méthode sui- 
vante, pour déterminer les orbes paraboliques des comètes. 
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Métliode générale pour déterminer les orbes des comètes. 

Cette méthode sera divisée en deux parties : dans la première, nous 
donnerons le moyen d'obtenir à peu près la distance périhélie de la 
comète et l'instant de son passage au périhélie; dans la seconde, nous 
déterminerons exactement tous les éléments de Torbite, en supposant 
ceux-ci à peu près connus. 

Détermination approchée de la distance périhélie de la comète 
et de r instant de son passage au périhélie. 

On choisira trois» quatre, ou cinq»... observations de la comète, éga- 
lement éloignées les unes des autres, autant qu'il sera possible; on 
pourra embrasser, avec quatre observations, un intervalle de 3o*; avec 
cinq observations, un intervalle de 36^ ou 4^^* et ainsi du reste; mais 
il faudra toujours que l'intervalle compris entre les observations soit 
d'autant plus considérable qu'elles sont en plus grand nombre, afin de 
diminuer l'influence de leurs erreurs. Cela posé : 

Soient S, 6', 6"", . . . les longitudes géocentriques successives de la 
comète; y» /» T^* • • • l^s latitudes correspondantes, ces latitudes étant 
supposées positives ou négatives suivant qu'elles sont boréales ou aus- 
trales. On divisera la différence 6'— € ^ar le nombre des jours qui Bè> 
parent la première de la seconde observation; on* divisera pareillement 
la différence %"— 6' par le nombre des jours qui séparent la seconde de 
la troisième observation; on divisera encore la différence €'"—€'' par le 
nombre des jours qui séparent la troisième de la quatrième observation, 
et ainsi de suite. Soient ^, ^\ SS'', ... ces quotients. 

On divisera la différence fiS — J(S par le nombre des jours qui té- 
parent ia première observation de la troisième ; on divisera pareillement 
la différence ^''— ^' par le nombre des jours qui séparent la seconde 
observation de la quatrième; on divisera encore la différence S6' — S6'' 

3i. 
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par le nombre des jours qui séparent la troisième observation de la cin- 
quième, et ainsi de suite. Soient 55^6, 8*6', 8^6", ... ces quotients. 

On divisera la différence S^6'— 8^6 par le nombre des jours qui sé- 
parent la première observation de la quatrième; on divisera pareille- 
ment S*6"— S*6' par le nombre des jours qui séparent la seconde obser- 
vation de la cinquième, et ainsi de suite. Soient 8^6, B'S\ . . . ces 
quotients. On continuera ainsi, jusqu'à ce que Ton parvienne à X'*"'*6, 
n étant le nombre des observations employées. 

Cela fait, on prendra une époque moyenne ou à peu près moyenne 
entre les instants des deux observations extrêmes; et, en nommant «, i\ 
i'\ i"\ ... le nombre des jours dont elle précède chaque observation, 
I, i\ i'\ . . . devant être supposés négatifs pour les observations anté- 
rieures à cette époque, la longitude de la comète, après un petit 
nombre z de jours comptés depuis Tépoque, sera exprimée par la for- 
mule suivante : 

/ 6 - I de H iV 32 6 - ii'i" a» 6 -;- . . . 

^- 32[a26 - I -f- /'-{ i" d^ ê -h ;//-+- /i"-f //'"-h i'i"-\- i'i'"-\- i"i'' â* 6 - . . .]. 

Les coefficients de — S€, -:-â'*6, — S'6, ..., dans la partie indépen- 
dante de js, sont : i** le nombre i; 2** le produit des deux nombres i et i!\ 
y^ le produit des trois nombres e, i\ i'\ etc. 

Les coefficients de — X^S, h- S' 6, — S* 6, ... , dans la partie multi- 
pliée par z, sont : i^ la somme>des deux nombres i et i'\ 2^ la somme 
des produits deux à deux des trois nombres i, i\ i'\ 3^ la somme des 
produits trois à trois des quatre nombres e, i\ i'\ i\ etc. 

Les coefficients de — S'6, -1-8*6, — 8^*6, ..., dans la partie multi- 
pliée par 2*, sont : i^ la somme des trois nombres 1, 1 , i'\ 2^ la somme 
des produits deux à deux des quatre nombres 1, i\ i'\ i"; 3^ la somme 
des produits trois à trois des cinq nombres i, i\ i'\ i"\ i}"", etc. 

Au lieu de former ces produits, il est aussi sim.ple de développer la 
fonction 

6 _i- (^ _ 1) as H- [z - i) [z - /'; a»8 h- z - /) [z - /') [z -- 1'') a»6 -h . . ., 
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en rejetant les puissances de z supérieures au carré» ce qui donnera la 
formule précédente. 

9i Ton opère d'une manière semblable sur les latitudes géocentriques 
observées de la comète, sa latitude géocen trique , après le nombre z 
de jours comptés depuis Fépoque, sera exprimée par la formule [p j, 
en y changeant 6 en y. Nommons (q) ce que devient cette formule par 
ce changement. Cela posé : 

oc sera la partie indépendante de z dans la formule [p); sera la 
partie indépendante de z dans la formule [q). 

m 

En réduisant en secondes le coefficient de z dans la formule {p>, 
et en retranchant du logarithme tabulaire de ce nombre de secondes le 
logarithme 4*0394622, on aura le logarithme d'un nombre que nous 
désignerons par a. 

En réduisant en secondes le coefficient de z^ dans la même formule, 
et en retranchant du logarithme de ce nombre de secondes le loga- 
rithme 1,9740144» on aura le logarithme d'un nombre que nous dési- 
gnerons par b. 

En réduisant pareillement en secondes les coefficients de z et de z^ 
dans la formule iq), et en retranchant respectivement des logarithmes 
de ces nombres de secondes les logarithmes 4*0394622 et 1,9740144» 
on aura les logarithmes de deux nombres que nous nommerons h et /. 

C'est de la précision des valeurs de a, b. A, / que dépend l'exactitude 
de la méthode, et, comme leur formation est très-simple, il faut choisir 
et multiplier les observations, de manière à les obtenir avec toute la 
précision que les observations comportent. Il est aisé de voir que ces 

valeurs ne sont que les quantités l^)' \~d^r (s) ^^ (W)' ^"^ ^^^^ 

avons exprimées, pour plus de simplicité, par les lettres précédentes. 
Si le nombre des observations est impair, on pourra fixer l'époque 
à rinstant de l'observation moyenne, ce qui dispensera de calculer les 
parties indépendantes de z dans les deux formule^ précédentes; car il 
est visible que ces parties sont alors respectivement égales à la longi- 
tude et à la latitude de l'observation moyenne. 
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Ayant ainsi déterminé les valeurs de a, a, b^ 6» h et /, on déterminera 
la longitude du Soleil à l'instant que l'on a choisi pour époque. Soit E 
cette longitude, R la distance correspondante de la Terre au SoleiH et 
R' la distance qui répond à E augmenté d'un angle droit; on formera 
les équations suivantes : 



X' 



•^-- — -- -2R:rcos(E-a - R», 



. Rsin;E- a)/i i \ bx 



r 



A- 



/., f, i a^sïn6cos6\ Rsin6cos6 ,«, ,/i i\ 



-- 2ax 



[ R' I QÎn'F ^ , COS( E — flc) 1 I a 



Pour tirer de ces équations les valeurs des inconnues oc^y et r, on con- 
sidérera d'abord si, abstraction faite du signe, b est plus grand ou plus 
petit que /. Dans le premier cas, on fera usage des équations (i), (a) 
et (4). On formera une première hypothèse pour a?, en le supposant, 
par exemple, égal à l'unité, et l'on en conclura, au moyen des équa- 
tions (i) et (2), les valeurs de r et de y. On substituera ensuite ces va- 
leurs dans l'équation (4)* et, si le reste est nul, ce sera une preuve que 
la valeur de a? a été bien choisie; mais, si ce reste est négatif, on aug- 
mentera la valeur de a?, et on la diminuera si le reste est positif. On 
aura ainsi, au moyen d'un petit nombre d'essais, les valeurs de j?, y 
et r; mais, comme ces inconnues peuvent être susceptibles de plusieurs 
valeurs réelles et positives, il faudra choisir celle qui satisfait exacte- 
ment ou h peu près à l'équation (3). 

bans le second ^as , c'est-à-dire si l'on a / > 6, on fera usage des 
équations (1), (3) et (4)» et alors ce sera l'équation (2) qui servira de 
vérification. 
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Ayant ainsi les valeurs de x^ y et r, on formera la quantité 

P^^(r-^Aartange)-^Rrcos(E>^a)^a: p"^^T«) ^(R^--,)cos:E-a)J 

-Raarsin(E~-a) hR(R -i). 

La distance périhélie D de la comète sera 

le cosinus de son anomalie v sera donné par Téquation 



D 



COS^tV-: ---> 



et l'on en conclura» par la Table du mouvement des comètes, le temps 
employé à parcourir Tangle v. Pour avoir l'instant du passage au pé- 
rihélie, il faudra ajouter ce temps à l'époque si P est négatif, et l'en 
soustraire si P est positif, parce que, dans le premier cas, la comète 
s'approche du périhélie, au lieu que, dans le second cas, elle s'en 
éloigne. 

Ayant ainsi à peu près la distance périhélie de la comète et l'instant 
de son passage au périhélie, on pourra les corriger par la méthode sui- 
vante, qui a l'avantage d'être indépendante de la connaissance appro- 
chée des autres éléments de l'orbite. 

Détermination exacte des éléments de l'orbite, lorsque l'on connaît à peu 
prés la distance périhélie de la comète et l'instant de son passage 
au périhélie. 

On choisira d'abord trois obl^ervations éloignées de la comète; en 
partant ensuite de la distance périhélie de la comète et de l'instant de 
son passage au périhélie, déterminés par ce qui précède, on calculera 
les trois anomalies de la comète et les rayons vecteurs correspondants 
aux instants des trois observations. Soient ç^ v\ \^' ces anomalies, celles 
qui précèdent le passage au périhélie devant être supposées négatives; 
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soient de plus r, r\ r" les rayons vecteurs correspondants de la comète; 
V — s^^ s^" — V seront les angles compris entre r et r et entre r et r"; 
soient U le premier de ces angles, et U' le second. Nommons encore a, 
a , a" les trois longitudes géocentriques observées de la comète, et rap- 
portées a un équinoxe fixe; G, 0', 6' ses trois latitudes géocentriques, 
les latitudes australes devant être supposées négatives; soient 6, 6', 6" 
ses trois longitudes héliocentriques correspondantes, et ct, ct , tr" ses 
trois latitudes héliocentriques. Enfin, nommons £, E', E'' les trois lon- 
gitudes correspondantes du Soleil; R, R', R" ses trois distances au 
centre de la Terre. 

Concevons que la lettre S indique le centre du Soleil, T celui de la 
Terre, C le centre de la comète, et C sa projection sur le plan de Téclip- 
tique. L'angle STC est la différence des longitudes géocentriques du 
Soleil et de la comète; en ajoutant le logarithme du cosinus de cet 
angle au logarithme du cosinus de la latitude géocentrique de la comète, 
on aura le logarithme du cosinus de l'angle STC; on connaîtra donc 
dans le triangle STC le côté ST ou R, le côté SC ou r, et l'angle STC; 
on aura ainsi, par la Trigonométrie, l'angle CST. On aura ensuite la 
latitude héliocentrique xs de la comète, au moyen de l'équation 

sînôsinCST 



smc7 



sinCTS 



L'angle TSC est le côté d'un triangle sphérique rectangle dont l'hypo- 
ténuse est l'angle TSC, et dont un des côtés est l'angle u; d'où Ton 
tirera facilement l'angle TSC, et par conséquent la longitude hélio- 
centrique 6 de la comète. 

On aura de la même manière xs\ 6', u", 6", et les valeurs de 6, 6', 6" 
feront connaître si le mouvement de la comète est direct ou rétrograde. 

Si l'on imagine les deux arcs de latitude xs et ct' réunis au pôle de 
l'écliptique, ils y feront un angle égal à 6'— 6, et dans le triangle sphé- 
rique formé par cet angle et par les côtés ct et - — u', w étant la 

demi-circonférence, le côté opposé à l'angle 6 — 6 sera l'angle au So- 
leil, compris entre les deux rayons vecteurs r et r' . On le déterminera 
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aisément par la Trigonométrie sphérique ou par la formule suivante 

sin^JV — cos*i(Bj-hTij') — cos*i(6'— 6)cosTijcosTij', 

dans laquelle Y représente cet angle; en sorte. que, si Ton nomme A 
l'angle dont le sinus carré est cos*j(6'— 6) cosucoscr', et que Ton 
obtiendra facilement par les Tables , on aura 

sin^iV^ cos(îiij -h çGj'-h A) cos(^nj 4- ^Bj'— A). 

Si Ton nomme pareillement V' l'angle formé par les deux rayons vec- 
teurs r et r", on aura 

sinHV'= cos(iiij -f-ic/'-h A') cos(^Gj -f- ^Gj"- A' ), 

A' étant ce que devient A» lorsque l'on y change zs' et S' dans vs'* et &". 

Maintenant, si la distance périhélie de la comète et Tinstant du pas- 
sage de la comète au périhélie étaient exactement déterminés» et si les 
observations étaient rigoureuses, on aurait 

mais, comme cela n'arrivera presque jamais, on supposera 

Nous observerons ici que le calcul du triangle STC donne pour l'angle 
CST deux valeurs diflerentes : le plus souvent, la nature du mouve- 
ment de la comète fera connaître celle dont on doit faire usage, sur- 
tout si ces deux valeurs sont fort différentes; car alors l'une d'elles 
placera la comète plus loin que l'autre de la Terre, et il sera facile de 
juger, par le mouvement apparent de la comète à l'instant de l'obser- 
vation, laquelle doit être préférée; mais, s'il reste de l'incertitude à cet 
égard, on pourra toujours la lever, en observant de choisir la valeur 
qui rend V et V peu différents de U et de U . 

On fera ensuite une seconde hypothèse, dans laquelle, en conservant 
le même instant du passage par le périhélie que ci -dessus, on fera 

Œuvres de Z. — I. * 3l 
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• 

varier U distance périhélie d'une petite quantité» par exemple» de la 
cinquantième partie de sa valeur, et Ton cherchera » dans cette hypo- 
thèse, les valeurs de U — V et de U — V; soit alors 

Enfin on formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en conser- 
vant la même distance périhélie que dans la première, on fera varier 
d'un demi-jour ou d'un jour, plus ou moins, l'instant du passage par 
le périhélie. On cherchera, dans cette nouvelle hypothèse, les valeurs 
de U - V et de U - V. Soit alors 

/> = U-V, p'^L-y. 

Cela posé, si Ton nomme u le nombre par lequel on doit multiplier la 
variation supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, 
et t le nombre par lequel on doit multijpliér la variation supposée dans 
l'instant du passage par Iç périhélie pour avoir le véritable instant, on 
aura les deux équations suivantes 

(m— n) u ~\- [m — p) t = m, 

[m' — n')u-h [m'—p'] t = m\ 

d'où l'on tirera u et t, et par conséquent la distance périhélie corrigée 
et le véritable instant du passage de la comète au périhélie. 

Les corrections précédentes supposent que les éléments déterminés 
par la première approximation sont assez approchés pour traiter comme 
infiniment petites leurs erreurs; mais, si la seconde approximation ne 
paraissait pas encore suffisante, on pourrait recourir à une troisième, 
en opérant sur les éléments déjà corrigés comjne on l'a fait sur les 
premiers; il faudrait seulement avoir l'attention de leur faire subir de 
plus petites variations. Il suffira même de calculer par ces éléments 
corrigés les*valeurs de U — V et de U' — V; en les désignant par M 
et M', on les substituera pour m et m' dans les seconds membres des 
deux équations précédentes; on aura ainsi deux nouvelles équations. 
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qui donneront les valeurs de a et de r relatives aux corrections de ces 
nouveaux éléments. 

Ayant ainsi la vraie distance périhélie et le véritable instant du pas- 
sage de la comète au. périhélie , on en conclura de cette manière les 
autres éléments de Torbite. 

Soienty la longitude du nœud qui serait ascendant si le mouvement 
de la comète était direct» et <p l'inclinaison de Torbite; on aura, eu 
comparant la première et la dernière observation, 

. tan giij sin6*^— tangcy"' sin6 
^'^ "" tangiiycos6"— langc/'cosê' 

langer'' 

^^ sm(6"-j) 

Comme on peut comparer ainsi deux à deux les trois observations, il 
sera plus exact de choisir celles qui donnent aux fractions précédentes 
les plus grands numérateurs et les plus grands dénominateurs. 

Tangy pouvant appartenir également aux deux angles y et w-f-y, 
y étant le plus petit des angles positifs auxquels appartient sa valeur, 
pour déterminer celui des deux angles qu'il faut choisir, on observera 
que ç est positif et moindre qu'un angle droit, et qu'ainsi sin(6''— y) 
doit être du même signe que tangcr". Cette condition déterminera 
l'angle y, et cet angle sera la position du nœud ascendant, si le 
mouvement de la comète est direct; mais, si ce mouvement est rétro- 
grade, il faudra ajouter deux angles droits à l'angle y pour avoir la 
position de ce nœud. 

L'hypoténuse du triangle sphérique dont 6"— y et xs" sont les côtés 
est la distance de la comète à son nœud ascendant dans la troisième 
observation? et la différence entre V" et cette hypoténuse est l'intervalle 
entre le nœud et le périhélie, compté sur l'orbite. 

Si'l'on veut donner à la théorie d'une comète toute la précision que 
les observations comportent, il faut l'établir sur l'ensemble des meil- 
leures observations, ce que l'on pourra faire ainsi. Marquons d'un 
trait, de deux traits, etc., les lettres m, n, p^ relatives à la seconde 

32. 
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observation, à lâ troisième» etc., comparées toutes à la première obser- 
vation ; on formera les équations 

(m — n) u -h [m — p) t ^^ m^ 

m' — n')u -h [m! — p') / = ni\ 

etc. 

En combinant ensuite ces équations de la manière la plus avantageuse 

pour déterminer u et t, on aura les corrections de la distance périhélie 

et de rinstant du passage au périhélie, fondées sur l'ensemble de ces 

observations. On en conclura les valeurs de 6, 6'/6",. . . , ni, u', u", . . . , 

et l'on aura 

. tangGj(sinê' -f- sin6"-f-. . .) — sine ( langer' -h langnj*'-h. . .) 
^^ " langGj(cos6'-i-cos6"-f-. . .) — cos6( langer' -f- lange/' -+-. . .^' 

langGj' -4- lange" -f- . . . 
^^^ ^ sin(o'-y) -f- (sine"- y) -f-. . ~' . 

38. Il existe un cas, à la vérité fort rare, dans lequel l'orbite d'une 
comète peut être déterminée d'une manière rigoureuse et simple : c'est 
le cas où la comète a été obsei*vée dans ses deux nœuds. La droite qui 
joint ses deux positions observées passe alors par le centre du Soleil, 
et se confond avec la ligne des nœuds. La longueur de cette droite est 
déterminée par le temps écoulé entre les deux observations; en nom- 
mant T ce temps, réduit en décimales de jour, et en désignant par c 
la droite dont il s'agit, on aura, par le n^ 27, 



c 



^^ [^, 



2 V (9',688726)'' 

Soit maintenant ê la longitude héliocentrique de la comète^u moment 
de la première observation ; soient r son rayon vecteur, p sa distance à la 
Terre, et a sa longitude géocentrique. Soient encore R le rayon de l'orbe 
terrestre au même instant, et Ë la longitude correspondante du Soleil; 
on aura 

rsinê — psina — RsinE, 
rcosê = p cosa — R cosE. 
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:r -H S sera la longitude héliocentrique de la comète à l'instant de la 
seconde observation, et, si Ton marque d'un trait les quantités r, a, 
Pt R et E, relatives à ce même instant, on aura 

r' sine ~ R' sinE' .-- p' sina', 
r' cosê = R' cosE' — p'cosa'. 

Ces quatre équations donnent 

g__ psina — RsinE _ p'sina' — R' sinE' 
p cosa — R cosE ~" p' cosa' — R' cosE' ' 

d'où l'on tire 

,_ RR^sin(E-E^) -R>sin(g-E^) 

^ " psinta'— a) — Rsin(a' — E) 

On a ensuite 

(r-f- r') sine =p sina — p'sina' — RsinE H- E'sinE', 
r-i- r') cos6 = pcosa— p'cosa'— RcosE -}- R'cosE'. 

En carrant ces deux équations, en les ajoutant ensuite, et substituant c 
au lieu de r -f- r', on aura 

c2rr:R2_2RR'C0S(E-E)H R'2 

-h 2p[R'cos(a— E') — Rcos(a— E)] 
-^2p'[R cos(a'- E) -R'cos(a'- E')] 
-hp*— 2pp'cos'a'— a) H-p'^. 

Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de p', sa valeur précédente 
en p, on aura une équation en p, du quatrième degré, que l'on pourra 
résoudre par les méthodes connues; mais il sera plus simple de sup- 
poser à p une valeur quelconque, d'en conclure la valeur de p', de sub- 
stituer ces valeurs de p et de p' dans l'équation précédente, et de voir 
si elles y satisfont. Un petit nombre d'essais suffira pour déterminer 
avec précision p et p'. 

Au moyen de ces quantités, on aura ê, r et r'. Si l'on nomme v 
l'angle que le rayon r fait avec la distance périhélie, que nous désigne- 
rons par D, TT — ç' sera l'angle formé par cette même distance et par le 
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rayon r ; on aura ainsi » par le n^^ 23» 

D , D 

l'e qui donne 



r _ rr' 



r r-\- r 



On aura donc Tanomalie v de la comète à Tinstant de la première ob- 
servation, et sa distance périhélie D, d'où il est facile de conclure la 
position du périhélie et l'instant du passage de la comète par ce point. 
Ainsi, des cinq éléments de Torbite de la comète, quatre sont connus, 
savoir : la distance périhélie, la position du périhélie, l'instant du pas- 
sage de la comète par ce point et la position du nœud. Il ne restera 
plus à connaître que l'inclinaison de l'orbite; mais pour cela il sera 
nécessaire de recourir à une troisième observation, qui servira d'ail- 
leurs à choisir, parmi les différentes racines réelles et positives de l'é- 
quation en p, celle dont on doit faire usage. 

39. La supposition du mouvement parabolique des comètes n'est pas 
rigoureuse; elle est même infiniment peu probable, vu le nombre infini 
des cas qui donnent un mouvement elliptique ou hyperbolique, relati- 
vement à ceux qui déterminent le mouvement parabolique. D'ailleurs 
une comète mue dans un orbe soit parabolique, soit hyperbolique, ne 
serait visible qu'une fois; ainsi l'on peut supposer avec vraisemblance 

• 

que les comètes qui décrivent ces courbes, s'il en existe quelques-unes, 
ont depuis longtemps disparu, en sorte que nous n'observons aujour- 
d'hui que celles qui, mues dans des orbes rentrants, sont ramenées 
sans cesse, a des intervalles plus ou moins grands, dans les régions de 
l'espace voisines du Soleil. On pourra par la méthode suivante déter- 
miner, a quelques années près, la durée de leurs révolutions, lorsque 
l'on aura un grand nombre d'observations très-précises, avant et après 
le passage au périhélie. 

Pour cela, supposons que l'on ait quatre ou un plus grand nombre 
de bonnes observations qut embrassent toute la partie visible de l'or- 
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bite, et que Ton ait déterminé par la méthode précédente la parabole 
qui satisfait à peu près à ces observations. Soient 9, 9\ v^\ v"*,. . . les 
anomalies coiYespondantes ; r, r\ r'\ r'", . . , les rayons vecteurs cor- 
respondants. Soit encore 

i;'-v==U, i/'-vz^U', ir~v=i\}\ .... 

Cela posé, on calculera par la méthode précédente, avec la parabole 
déjà trouvée, les valeurs de U, U', U", . . . , V, V, V*', ., . . Soit 

mrrrU-V, m rrz: U - V, m" r- U' - V", m'*' ^ U'^ - V' , ...: 

On fera ensuite varier d'une très-petite quantité la distance périhélie 
dans cette parabole; soit, dans cette hypothèse, 

/i:^U-V, /l'-^U'-V, /i"-rL''-V", n'" -^\}"' -\'\ .... 

On formera une troisième hypothèse, dans laquelle, en conservant la 
même distance périhélie que dans la première, on fera varier d'une 
très-petite quantité l'instant du passage par le périhélie; soit alors 

P = U-V, p'^\}-^\ p"':\}"-\", f.-:z\j"'-\''\ .... 

Enfin, on calculera, avec la distance périhélie et l'instant du passage de 
la comète au périhélie de la première hypothèse, l'angle v et le rayon 
vecteur r, en supposant l'orbe elliptique, et la différence 1 — e de son 
excentricité d'avec l'unité égale à une très-petite quantité, par exemple 
à jîj. Pour avoir la valeur de l'angle v dans cette hypothèse, il suffira, 
par le n^ 23, d'ajouter à l'anomalie Vy calculée dsms la parabole de la 
première hypothèse, un petit angle dont le sinus est 

iV(i — e) tang^v(4 — 3cos^^v — 6cos*^y\ 

En substituant ensuite dans l'équation 



cos^' 



^V^('-^'»"«'^'' 



au lieu de v^ cette anomalie ainsi calculée dans l'ellipse, on aura le 
rayon vecteur r correspondant. On calculera de la même manière v\ r\ 
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v' , r", v"\ r", ..., d'où l'on tirera les valeurs de U, U', U", U", . . . , et, 
par le n° 37, celles de V, T, V", V, Soit, dans ce cas, 

^-U-V, g':r.U'_V', 9"-^U"-V', ç-^U'-V" 

Nommons enfin u le nombre par lequel on doit multiplier Ja variation 
supposée dans la distance périhélie pour avoir la véritable, / le nombre 
par lequel on doit multiplier la variation supposée dans Tinstant du 
passage par le périhélie pour avoir ce véritable instant, et s le nombre 
par lequel on doit multiplier la valeur supposée pour i — e pour avoir 
la véritable; on formera les équations 

[m — n)u-h[ni — p) t -\- [m — q)s=zm, 

(m'— n')u-h{m' — p')t-^ {m— q')s- m\ 
[mf^- n") u -h [m"- p"]t^ [m"- q") s z^-- m\ 



On déterminera, au moyen de ces équations, les valeurs de u, /, 5, d'où 
l'on tirera la vraie distance périhélie, le véritable instant du passage de 
la comète au périhélie, et la vraie valeur de \— e. Soient D la distance 

périhélie, et a le demi-grand axe de l'orbite; on aura a= —_—; le 
temps de la révolution sidérale de la comète sera exprimé par un 

? / D \ ^ 

nombre d'années sidérales égal à a^ ou à (-37-) > la moyenne di- 
stance du Soleil à la Terre étant prise pour unité. On aura ensuite, par 
le n*^ 37, l'inclinaison de l'-orbite et la position du nœud. 

Quelque précision que l'on apporte dans les observations, elles lais- 
seront toujours de l'incertitude sur la durée de la révolution des co- 
mètes. La méthode la plus exacte pour la déterminer consiste à comparer 
les observations d'une comète dans deux révolutions consécutives; mais 
ce moyen n'est praticable que lorsque la suite des temps ramène la co- 
mète vers son périhélie. 
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CHAPITRE V. 



MÉTHODES GÉNÉRALES POUR DÉTERMINER PAR DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 

LES MOUVEMENTS DES CORPS CÉLESTES. 



40. Nous n'avons considéré, dans la première approximation des 
mouvements des corps célestes, que les forces principales qui les 
animent, et nous en avons déduit les lois du mouvement elliptique. 
Nous aurons égard, dans les recherches suivantes, aux forces perturba- 
trices de ce mouvement. L'action de ces forces ne fait qu'ajouter des 
petits termes aux équations différentielles du mouvement elliptique, 
dont nous avons donné précédemment les intégrales finies : il faut 
maintenant déterminer par des approximations successives les inté- 
grales des mêmes équations augmentées des termes dus à l'action des 
forces perturbatrices. Voici, pour cet objet, une méthode générale, 
quels que soient le nombre et le degré des équations différentielles 
dont on se propose de trouver des intégrales de plus en plus ap- 
prochées. 

Supposons que l'on ait, entre les n variables j, y\ y", ... et la va- 
riable / dont l'élément dt est regardé comme constant, les n équations 
différentielles 

d'Y' 



P» Q> P'» QS . . . étant des fonctions de /, y, >'',... et de leurs diffé- 
rences jusqu'à l'ordre i — i inclusivement, et a étant un très-petit 

OEwn'tt de L, — I. 33 
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coefficient constant, qui, dans la théorie des mouvements célestes, est 
de Tordre des forces perturbatrices. Supposons ensuite que l'on ait les 
intégrales finies de ces équations, lorsque Q, Q', . . . sont nuls; en les 
difierentiant chacune i— i fois de suite, elles formeront avec leurs 
différentielles in équations, au moyen desquelles on pourra déterminer 

par l'élimination les arbitraires c, c\ d' en fonction de /« y^ y ^ 

y'\ ... et de leurs différences jusqu'à l'ordre « — i . En désignant donc 
par V, V, V", ... ces fonctions, on aura 

Ces équations sont les ùi intégrales de l'ordre i — i que les équations 
différentielles doivent avoir, et qui, par l'élimination des différences 
des variables, donnent leurs intégrales finies. 

Maintenant, si l'on différentie les intégrales précédentes de l'ordre 
i — 1 , on aura 

o==dV, o — d\\ o — d\\ .... 

Or il est clair que, ces dernières équations étant différentielles de 
l'ordre i, sans renfermer d'arbitraires, elles ne peuvent être que les 
sommes des équations 

multipliées chacune par des facteurs convenables pour que ces sommes 
soient des différences exactes. En nommant donc Ydt^ Fdi, ... les fac- 
teurs qui doivent multiplier respectivement ces équations pour former 
la suivante o = rfV; en nommant pareillement Hdt, WcU, ... les fac- 
teurs qui doivent multiplier respectivement les mêmes équations pour 
former celle-ci o - rfV, et ainsi du reste, on aura 
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F, F',..., H, H\..., etc. sont des fonctions de /, y, y\ y,... et de leurs 
différences jusqu'à Tordre i — i : il est facile de les déterminer lorsque 

V, V, . . . sont connus; car F est évidemment le coefficient de ^ dans 

la différentielle de V; F'' est le coefficient de -^ dans la même diffé- 
rentielle, et ainsi de suite. Pareillement, H, H\ . . . sont les coefficients 

d^ Y d^ y' 

de •t4., -^^, . . . dans la différentielle de V, etc. Ainsi, puisque l'on est 
supposé connaître les fonctions V, V, . . . , en les différentiant unique- 
ment par rapport à 377ZT' »./!« > • • ' on aura les facteurs par lesquels 
on doit multiplier les équations différentielles 

rf'r « d'r* 

pour avoir des différences exactes. Gela posé : 
Reprenons les équations différentielles 

Si l'on multiplie la première par Ydt^ la seconde par Fdi^ et ainsi du 
reste, on aura, en les ajoutant, 

o = rfV -H arf/(FQ -f- F'Q -f- . . . ) ; 

on aura de la même manière 

o^rfV -f-arf/{HQ + H'Q -H...), 



d'où Ton tire, en intégrant, 

c^a/c//(FQ-+-F'Q'-f-...)=V, 
c- afdt[EQ -h H'Q'H-. . .) = V , 



On aura ainsi in équations différentielles qui seront de la même forme 

33. 
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que dans le cas où Q, Q', . . . sont nuls, avec la seule différence que les 
arbitraires c, c\ d\ . . . doivent être changées dans 

c-a/rf/(FQ + F'Q'4-...), c'-«/rf/(HQ-HH'Q'-i-. . .) 

• 

Or, sit dans la supposition de Q, Q\ . . . égaux à zéro, on élimine des 
in intégrales de Tordre i — i les différences des variables y^ y\...^ 
on aura les n intégrales finies des équations proposées; on aura donc 
ces mêmes intégrales, lorsque Q, Q', . . . ne sont pas nuls, en changeant 
dans les premières intégrales c, c', . . . dans c — a/c&(FQ -h . . .), 
c'— a/rf/(HQ-}- ...)' 

41. Si les différentielles 

J/(FQhFQ :...). rf/,HQ-^H'Q'l. . , .. 

sont exactes, on aura par la méthode précédente les intégrales finies 
des équations différentielles proposées; mais cela n'a lieu que dans 
quelques cas particuliers, dont le plu^s étendu et le plus intéressant est 
celui dans lequel ces équations sont linéaires. Supposons ainsi P, P',... 
fonctions linéaires de y, y', . . . et de leurs différences jusqu'à Tordre 
I — I , sans aucun terme indépendant de ces variables, et considérons 
d'abord le cas dans lequel Q, Q', . . . sont nuls. Les équations différen- 
tielles étant linéaires, leurs intégrales successives seront pareillement 
linéaires, en sorte que, c~V, c' = V', ... étant les in intégrales de 
{ — I des équations différentielles linéaires 

V, V , . . . peuvent être supposés des fonctions linéaires de y, >'',... et 
de leurs différences jusqu'à Tordre « — i . Pour le faire voir, supposons, 
dans les expressions de y, y', . . . , la constante arbitraire c égale à une 
quantité déterminée, plus à l'indéterminée Se; la constante arbitraire & 
égale à une quantité déterminée, plus à l'indéterminée Se', etc.; en 
réduisant ces exp;ressions en séries ordonnées par rapport aux puis- 
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Mnces et aux produits de ^, %c',. . ., on aura, par les formules du 

V . dY .. , dY ic* d*Y 

•' de de 1.2 de* 

, ^, . dY' . , dY' de» a» Y' 



dY 

Y, Y', -r-' - ' * étant des fonctions de / sans arbitraires. En substituant 

ces valeurs dans les équations différentielles proposées, il est clair que, 
iCfic',... étant indéterminés, les coefficients des premières puissances 
de chacun d'eux doivent être nuls dans ces diverses équations. Or, ces 
équations étant linéaires, on aura évidemment les termes affectés des 

premières puissances de 8c, Se', . . . , en y substituant -^ Se -f- ^-r Se'-h . . . 

au lieu de y^ ^ — Se -f- ^-r Se' H- ... au lieu de y\ etc. Ces expressions 

de y, j', . . . satisfont donc séparément aux équations différentielles 
proposées, et, comme elles renferment les in arbitraires Se, Se', . . . , 
elles en sont les intégrales complètes. On voit ainsi que les arbitraires 
existent sous une forme linéaire dans les expressions de y, y\ . . . , et 
par conséquent aussi dans leurs différentielles; d'où il est aisé de 
conclure que les variables y, y\ . . . et leurs différences peuvent être 
supposées sous une forme linéaire dans les intégrales successives des 
équations différentielles proposées. 

Il suit de là que, F, F', . . . étant les coefficients de -^4-, -^v dans 

la différentielle de V; H, H', . . . étant les coefficients des mêmes diffé- 
rences dans la différentielle de Y', et ainsi du reste, ces quantités sont 
fonctions de la seule variable /. Partant, si Ton suppose Q, Q', . . . fonc- 
tions de e seul, les différences 

c//(FQh-FQM-..)» ^/(HQ4 H'Qh . ..;, ,,. 

seront exactes. 
De là résulte un moyen simple d'avoir les intégrales d'un nombre 
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quelconque n d'équations différentielles linéaires de Tordre i\ et qui 
renferment des termes quelconques xQ, aQ', . . . , fonctions de la seule 
variable /, lorsque Ton sait intégrer les mêmes équations dans le cas 
où ces termes sont nuls ; car alors, si Ton différentie leurs n intégrales 
finies i — i fois déduite» on aura in équations qui donneront, par l'éli- 
mination, les valeurs des in arbitraires c, c', . . . en fonction de /, y, y\.>. 
et des différence^de ces variables jusqu'à Tordre i — i. On formera 
ainsi les in équations 

Cela posé, F, F', . . . seront les coefficients de , _ ^^ ^ "dU^i' ■ — ^^^^ ^'» 

H, H',... seront les coefficients des mêmes différences dans \\ et 
ainsi du reste ; on aura donc les intégrales finies des équations diffé- 
rentielles linéaires 

0=^ H-P-f-aQ, o — -^-. P aQ, ..., 

en changeant, dans les intégrales finies de ces équations privées de 
leurs derniers termes aQ, aQ', . . . , les arbitraires c, & dans 



c - <xfdi(FQ -h F'Q^ . . . : , c- afdt,HQ -^ WQ 



» • • • 



Considérons , par exemple , Téquation différentielle linéaire 



L'intégrale finie de Téquation o ^ -.— -h a^y est 



r= - sinat-\ — cosa/, 
c et & étant arbitraires. Cette intégrale donne, en la différentiant, 

T-- --- ccosa/ — c'sina/. 
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Si Ton combine cette différentielle avec Tintégrale elle-même, on for- 
mera les deux intégrales du premier ordre 

dy 
c --- aysinat -h ~- cosat, 

c'— ajrcosat — ~- sïnat; 

ainsi Ton aura dans ce cas 

F =- cosatf H = — sïnat. 

L'intégrale complète de la proposée sera donc 

c , c' , ocsïnat rr\j. . cctosat ^ -. , . 

r - - sinat -r- — cosa^ — fOdtcosat h fOdtsinat. 

^ a a a ^ ^ a ^^ 

Il est facile d'en conclure que, si Q est composé de termes de la forme 
K . [mt H- s) , chacun de ces termes produira dans la valeur de y 
le terme correspondant 

aK sin 



m'^—a^ ces 



mt H- e). 



sin 

Si m est égal à a, le terme K. [mt-h e) produira dans j' : i*^ le 

/y liC ^i ri 

terme — 7— j {at -\- e), qui, étant compris dans les deux termes 

- sina^ H — coso/, peut être négliffé; 2** le terme ± . {a/-f- s), 

a a ^ 01?' 2a sm ^ ^ 

le signe -r ayant lieu si le terme de l'expression de Q est un sinus, et 

le signe — ayant lieu si ce terme est un cosinus. On voit ainsi comment 

Tare / se produit hors des signes sinus et cosinus dans les valeurs de 

y, j'', . . . , par les intégrations successives, quoique les équations diflFé- 

rentielles ne le renferment point sous cette forme. Il est clair que cela 

aura lieu toutes les fois que les fonctions FQ, FQ', . . . , HQ, H'Q', . . . 

renfermeront des termes constants. 

42. Si les différences A(FQ 4- . . .j, di(HQ -4- . . .)♦ • • • ne sont pas 
exactes, l'analyse précédente ne donnera point leurs intégrales rigou- 
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reuses; mais elle offre un moyen simple d'avoir des intégrales de plus 
en plus approchées, lorsque x est fort petit et lorsque l'on a les valeurs 
de j^, j\ . . . , dans la supposition de a nul. En différentiant ces valeurs 
i — I fois de suite, on formera les équations différentielles de Tordre 
i — i 

Les coefficients de -^i '^~' ' " ' ^^^^ ^^ différentielles de V, V, . . . , 

étant les valeurs de F, F', . . . , H, H', . . . , on les substituera dans les 
fonctions différentielles 

rf/(FQH-F'Q -h...), A(HQ :-HQ-h...)» 



• • t • 



Ensuite on substituera dans ces fonctions, au lieu de y, y\ . . . , leurs 
premières valeurs approchées, ce qui rendra ces différences fonctions 

de / et des arbitraires c, c\ Soient Trf/, T'rf/, ... ces fonctions. Si 

Ton change, dans les premières valeurs approchées de y, j', . . . , les 
arbitraires c, c , . . . , respectivement dans c — cLjTdt^ c — 9.JTdt, . . . , 
on aura les secondes valeurs approchées de ces variables. 

On substituera de nouveau ces secondes valeurs dans les fonctions 
différentielles 

rf/(FQ-f-...;. c//(HQ-h...;, ...; 

or il est visible que ces fonctions sont alors ce que deviennent celles-ci 
Tdt^ Tdt, . . . , lorsque l'on y change les arbitraires c, c, . . . dans 
c — ctfTdt, c — - oifTdtf — Soient donc T,, T^ , . . . ce que deviennent 
T, T, . . . par ces changements : on aura les troisièmes valeurs appro- 
chées de j, j', . . . , en changeant, dans les premières, c, c\ . . . res- 
pectivement dans c — ol/T^ dt, c'— a/T^ dt, 

Nommons pareillement T,,, T^,... ce que deviennent T, T' 

• lorsque l'on y change c, c', . . . dans c — a/T^A, c'— a/T|rf/, . . . : 
on aura les quatrièmes valeurs approchées de j, y', ... , en changeant, 
dans les premières valeurs approchées de ces variables, c, c', . . . dans 
c — dJT^dt^ &— xfT^di, . . . , et ainsi de suite. 
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Nous verrons ci-aprës que la détermination des mouvements célestes 
dépend presque toujours d'équations différentielles de la forme 

Q étant une fonction rationnelle et entière de^, de sinus et de cosinus 
d'angles croissant proportionnellement au temps représenté par /. Voici 
le moyen le plus facile d'intégrer cette équation. 

On supposera d'abord a nul, et Ton aura/ par le numéro précédent, 
une première valeur de y. 

On substituera cette valeur dans Q, qui deviendra ainsi une fonction 
rationnelle et entière de sinus et de cosinus d'angles proportionnels à /. 
En intégrant ensuite l'équation différentielle, on aura une seconde va- 
leur de y, approchée jusqu'aux quantités de l'ordre a inclusivement. 

On substituera de nouveau cette valeur dans Q, et, en intégrant 
l'équation différentielle, on aura une troisième valeur approchée de y, 
et ainsi de suite. 

Cette manière d'intégrer par approximation les équations différen- 
tielles des mouvements célestes, quoique la plus simple de toutes, a 
cependant l'inconvénient de donner, dans les expressions des variables 
y, y\...9 des arcs de cercle hors des signes sinus et cosinus, dans le .cas 
même où ces arcs n'existent point dans les valeurs rigoureuses de ces 
variables; on conçoit en effet que, si ces valeurs renferment des sinus 
ou des cosinus d'angles de l'ordre a/, ces sinus ou cosinus doivent se 
présenter sous la forme de séries dans les valeurs approchées que l'on 
trouve par la méthode précédente, puisque ces dernières valeurs sont 
ordonnées par rapport aux puissances de a. Ce développement en séries 
des sinus et cosinus d'angles de l'ordre a/ cesse d'être exact lorsque, 
par la suite des temps, l'arc eut devient considérable; les valeurs appro- 
chées de^, y\... ne peuvent donc point s'étendre à un temps illimité. 
Comme il importe d'avoir des valeurs qui embrassent les siècles passés 
et à venir, le retour des arcs de cercle, que renferment les valeurs ap- 
prochées, aux fonctions qui les produisent par leur développement en 

couvres de L. — I. 34 . 
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séries, est un problème délicat et intéressant d'Analyse. Voici, pour le 
résoudre, une méthode générale et fort simple. 

43. Considérons l'équation différentielle de l'ordre i 

7. étant très-petit, et P et Q étant des fonctions algébriques de y, 
^5 ••' 57?=7' et de sinus et de cosinus d'angles croissant proportion- 
nellement à /. Supposons que l'on ait l'intégrale complète de cette 
équation différentielle, dans le cas de a — o, et que la valeur de y^ 
donnée par cette intégrale, ne renferme point l'arc t hors des signes 
sinus et cosinus; supposons ensuite qu'en intégrant cette équation par 
la méthode précédente d'approximation, lorsque % n'est pas nul, on ait 

X, Y, Z, .. . étant des fonctions périodiques de t, qui renferment les 
I arbitraires c, c\ c'\ . . . , et les puissances de /, dans cette expression 
de y, s'étendant à l'infini par les approximations successives. Il est 
visible que les coefficients de ces puissances décroîtront avec d'autant 
plus de rapidité que a sera plus petit. Dans la théorie des mouvements 
des corps célestes, a exprime l'ordre des forces perturbatrices, relati- 
vement aux forces principales qui les animent. 

Si l'on substitue la valeur précédente de y dans la fonction 

elle prendra cette forme 

k^ k\ k\ . . . étant des fonctions périodiques de /; mais, par la sup- 
position, la valeur de y satisfait à l'équation différentielle 
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on doit donc avoir identiquement 

Si k^ k^ k\... n'étaient pas nuls, cette équation donnerait, par le 
retour des suites, l'arc / en fonction de sinus et de cosinus d'angles 
proportionnels à /; en supposant donc a infiniment petit, on aurait i 
égal à une fonction finie de sinus et de cosinus d'angles semblables, 
ce qui est impossible; ainsi les fonctions k^ k\... sont identiquement 
nulles. 

Maintenant, si. l'arc / n'est élevé qu'à la première puissance sous les 
signes sinus et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie des mouve- 
ments célestes, cet arc ne sera point produit par les différences suc- 
cessives de 7; en substituant donc la valeur précédente dey dans la 

fonction -~ h- P ^ aQ, la fonction k -^k't -{-... , dans laquelle elle 

se transforme, ne contiendra l'arc /, hors des lignes sinus et cosinus, 
qu'autant qu'il est déjà renfermé dans y; ainsi, -en changeant, dans 
l'expression de y, l'arc t, hors des signes périodiques, dans / — 6, 
9 étant une constante quelconque, la fonction k -h k't 4- . . . se changera 
dans * -f- A:'(/ — 6) -h . . . , et, puisque cette dernière fonction est iden- 
tiquement nulle, en vertu des équations identiques *= o, k= o 

il en résulte que l'expression 

jzir X -h (/ - Ô^ Y -4- '/ - 9)«Z H- . . . 

satisfait encore à l'équation diOerentielle 

rf'r 

I 

Quoique cette seconde valeur de y semble renfermer i -f- 1 arbitraires, 

savoir les i arbitraires c, c\ c'\ ... et l'arbitraire 6, cependant elle ne 

peut en contenir que le nombre i qui soient distinctes entre elles. Il est 

donc nécessaire que, par un changement convenable dans les constantes 

c, c\ cf\..., l'arbitraire 6 puisse disparaître de cette seconde expression 

dey, et qu'ainsi elle coïncide avec la première. Cette considération va 

34. 
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nous fournir le moyen d'en faire disparaître les arcs de cercle hors des 
signes périodiques. 

Donnons à la seconde expression de y la forme suivante 

Puisque nous supposons que 9 disparait de y, on aura ^ = o, et par 
conséquent 

En différentiant successivement cette équation, on aura 

^09 ~ de^ ■^"'' 'de*'' 



d'où il est facile de conclure, en éliminant R et ses différentielles de 
l'expression précédente de y, 

r— A '.* ^1 d9 1.2 d9* 1.2.3 dd* 



• • • • 



X est fonction de t et des constantes c, c\ c", . . . , et, comme ces con- 
stantes sont fonctions de 0, X est une fonction de / et de 0, que nous 
pouvons représenter par ç(/, 0). L'expression de j est, par la formule (i) 
du n** 21, le développement de la fonction 9(^, -h / — 0) suivant les 
puissances de / — 0; on a donc j = ç(/, 0); d'où il suit que l'on aura j, 
en changeant 6 en / dans X. Le problème se réduit ainsi à déterminer X 
en fonction de / et de 0, et par conséquent à déterminer c, c\ c'\ ... en 
fonction de 0. 

Pour cela, reprenons l'équation 

Puisque la constante 6 est supposée disparaître de cette expression de^. 
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on aura l'équation identique 

(«) o=§-YH-::r-9)(§-.z)-^(/-.)«(f-3s). 



• • • • 



En appliquant à cette équation le raisonnement que nous avons fait 
sur celle-ci, o = A -h A7 h- k'i^ n- . . . , on voit que les coefficients des 
puissances successives de / — doivent se réduire d'eux-mêmes à 
zéro. Les fonctions X, Y, Z, . . . ne renferment qu'autant qu'il est 
contenu dans c, c , . . . , en sorte que» pour former les différences 

partielles ^5 -^j 5^'"'* *' suffit de faire varier c, c', . . . dans ces 
fonctions, ce qui donne 

dX dX de f)X de' d\ de" 



de ~' de de ôc' dO de" de 
ÔY dY de ÔY de' ÔY de'' 



de ~ de de de' de ôe" de 



' y 



Maintenant il peut arriver que quelques-unes des arbitraires c, c\ c",.., 
multiplient Tare / dans les fonctions périodiques X, Y, Z, . . . ; la dif- 
férentiation de ces fonctions relativement à 6, ou, ce qui est la même 
chose, relativement à ces arbitraires, développera cet arc et le fera 

sortir hors des signes des fonctions périodiques; les différences -tt-? 

-ÏÛ-' -T^»" seront alors de cette forme 
de de 

— — X'-k /X" 
dY 



X', X", Y', Y", Z', Z", . . . étant des fonctions périodiques de /, et ren- 
fermant de plus les arbitraires c, cf, c", . . . et leurs premières diffé- 
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rences divisées par d>i, différences qui n'entrent dans ces fonctions que 
sous une forme linéaire. On aura donc 

^ :X'-9X"+(/-^lX". 

~=:Y'-i-e\''+{l-6]\", 

# 

^- =Z' -i-9Z" + (<-0)Z", 



En substituant ces valeurs dans l'équation (a), on aura 

o = X'--9X"-Y-!-.7-e) (Y'-(-eY"H-X''-2Z' 

-f- ;/ - e)»(Z' - ez'-h Y"- 3S) 



L_ 



d'où l'on tire, en égalant séparément à zéro les coefficients des puis 

sances de / — 6, 

o-^X'-f-0X"-Y, 

o ^z' -^er -r-Y'' 3S, 



Si l'on différentîe la première de ces équations i — i t'ois de suite par 
rapport à t, on en tirera autant d'équations entre les quantités c, c\ 
c\ ... et leurs premières différences divisées par rf6; en intégrant en- 
suite ces nouvelles équations par rapport à 6, on aura ces constantes 
en fonction de 0. Presque toujours l'inspection seule de la première des 
équations précédentes suffira pour avoir les équations différentielles 

en c, c\ c" en comparant séparément les coefficients des sinus et 

des cosinus qu'elle renferme; car il est visible que, les valeurs de c, 
r, . . . étant indépendantes de t, les équations différentielles qui les 
déterminent doivent pareillement en être indépendantes. La simplicité 
que cette considération apporte dans les calculs est un des principaux 
avantages de cette méthode. Le plus souvent» ces équations ne seront 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE II. 271 

intégrables que par des approximations successives, qui pourront in- 
troduire Tare hors des signes périodiques, dans les valeurs de c, c',..., 
alors même que cet arc ne se rencontre point ainsi dans les intégrales 
rigoureuses; mais on le fera disparaître par la méthode que nous venons 
d'exposer. 

Il peut arriver que la première des équations précédentes et ses 
I — I différentielles en t ne donnent point un nombre i d'équations 
distinctes, entre les quantités c, c\ c'\ ... et leurs différences. Dans ce 
cas, il faudra recourir à la seconde équation et aux suivantes. 

Lorsque Ton aura ainsi déterminé les valeurs de c, c\ c\ ... en fonc- 
tion de 6, on les substituera dans X, et, en y changeant ensuite en /, 
on aura la valeur de y^ sans arcs de cercle hors des signes périodiques, 
lorsque cela est possible. Si cette valeur en conservait encore, ce serait 
une preuve qu'ils existent dans l'intégrale rigoureuse. 

44. Considérons présentement un nombre quelconque n d'équations 
différentielles 

P» Q» P'» Q\ . . . étant des fonctions de j, j', . . . de leurs différentielles 
jusqu'à l'ordre i — i, et de sinus et de cosinus d'angles croissant pro- 
portionnellement à la variable / dont la différence est supposée con- 
stante. Supposons que les intégrales approchées de ces équations soient 

/-— X-1-/Y -f-/2Z H-/3S ^..., 

y'— X, 4- / Y,-f- t^Z, -i- /«S, -h . . . , 
• •••••••••••"••••••••• ••» 

X, Y, Z, . . . , X,, Y,, Z,, . . . étant des fonctions périodiques de /, et ren- 
fermant les in arbitraires c, c\ c\ — On aura, comme dans le numéro 
précédent, 

o=rX'-+-ex"-Y, 

Orz:Y'H-ÔY"-+-X"-9.Z, 
- 0:r.^Z'H-ÔZ'' 4- Y''- 3S, 
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La valeur de y' donnera pareillement des équations de cette forme 

o==x;4-ôx:-Y„ 
or.-_-Y;-+-ôY;-4-x;-2Z„ 



Les valeurs de y" y y\ . . . fourniront des équations semblables. On dé- 
terminera par ces diverses équations, en choisissant les plus simples et 
les plus approchées, les valeurs de c, c\ c\ ... en fonction de : en 
substituant ces valeurs dans X, X,, ... , et en y changeant ensuite en /, 
on aura les valeurs de j, 7', . . . , sans arcs de cercle hors des signes pé- 
riodiques, lorsque cela est possible. 

45. Reprenons la méthode que nous avons exposée dans le n^ 40. Il 
en résulte que, si, au lieu de supposer les paramètres c, c\ c'\ . . . con- 
stants, on les fait varier en sorte que Ton ait 

de :^--arf/(FQ-hF'Q -t-...), 
rfc':^ - arf/(HQ^- H'Q'-+- ... 



on aura toujours les in intégrales de l'ordre i — i 

comme dans le cas de x nul; d'où il suit que non-seulement les inté- 
grales finies, mais encore toutes les équations dans lesquelles il n'en- 
trera que des différences inférieures à l'ordre i conserveront la même 
forme, dans le cas de a nul et dans celui de a quelconque, puisque ces 
équations peiiVent résulter de la comparaison seule des intégrales pré- 
cédentes de l'ordre 1 — i. On pourra donc également, dans ces deux 
cas, différentier 1 — i fois de suite les intégrales finies, sans faire varier 
c, c/..., et, comme on est libre de faire varier tout à la fois, il en résul- 
tera des équations de condition entre les paramètres c, c\ . . . et leurs 
différences. 

Dans les deux cas de a nul et de x quelconque, les valeurs de j", 
j', . . . et de leurs difi<èrences jusqu'à Fordre 1 — i inclusivement sont 
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les mêmes fonctions de t et des paramètres c, c\ c'\ ... ; soit donc Y une 
fonction quelconque des variables j, y\ y\ ... et de leurs différen- 
tielles inférieures à Tordre i — \, et nommons T la fonction de / dans 
laquelle elle se change, lorsque Ton y substitue, au lieu de ces va- 
riables et de leurs différences, leurs valeurs en t. On pourra différen- 
tier Téquation Y = T, en y regardant les paramètres c, c\ c",... comme 
constants; on pourra même ne prendre que la différence partielle de Y 
relativement à une seule ou à plusieurs des variables y, j, . . . , 
pourvu que l'on ne fasse varier dans T que ce qui varie avec elles. Dans 
toutes ces différentiations, les paramètres c, c , c\ . . . peuvent toujours 
être traités comme constants, puisqu'on substituant, poury, j', ..! et 
leurs différences, leurs valeurs en /, on aura des équations identique- 
ment nulles, dans les deux cas de a nul et de a quelconque. 

Lorsque les équations différentielles sont de l'ordre i— i, il n'est 
plus permis, en les différentiant, de traiter les paramètres c, c\ c'\ . . . 
comme constants. Pour différentier ces équations, considérons l'équa- 
tion ç = o, ç étant une fonction différentielle de l'ordre i — i , et qui 
renferme les paramètres c, c\ c'\ ... ; soit Sç la différence de cette fonc- 
tion, prise en regardant c, c', . . . comme constants, ainsi que les 

différences rf'""* j, d^~'*y\ Soit S le coefficient de ^-^ dans la dif- 

férence entière de o; soit S' le coefficient de -j^ dans cette même dif- 
férence, et ainsi du reste. L'équation ? = o, différentiée, donnera 

^ de de dt'-* dt'-* 

fil i\^ 

En jsubstituant au lieu de ^-^ sa valeur — cfe(P-+-aQ), au lieu de 

dW 

-^^ sa valeur — rf/(P'-i- aQ'), etc., on aura 

Dans la supposition de a nul, les paramètres c, c\ c",... sont constants; 
on a ainsi 

o = 39 - rf/i SP -4- S' P'-4- . . . ) • 

Œuvres de L. — \. 35 
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Si l*on substitue dans cette équation, au lieu de c, e\ c*", . . . , leurs va* 
leurs V, V\ V^..., on aura une équation différentielle de Tordre i — i, 
sans arbitraires, ce qui est impossible, à moins que cette équation ne 
soit identiquement nulle. La fonction 

«9-rf/(SP^SF^... 

devient donc identiquement nulle, en vertu des équations c == V, 
c' = V, . • . , et, comme ces équations ont encore lieu lorsque les para- 
mètres c, c\ c'\ . . . sont variables, il est visible que^ dans ce cas, la 
fonction précédente est encore identiquement nulle: l'équation [t\ de- 
viendra donc 

[x\ o ~?rfc-^ ^rfr'-h . -arf/fSQn-S'Q-t-... . 

ùc àc \ ^ ^ 

On voit ainsi que, pour différentier Téquation 9 = 0, il suffit de iiaiîre 
varier dans ç les paramètres c. r\... et les différences d^^*y^ 
//'~\y ',..., et de substituer, après les différentiations, -- xQ, — xQ',..., 

au lieu des quantités ^» "^T' — 

Soit A - o une équation finie entre v. v\ ... et la variable /; si l'on 
désigne par %^, %^if, ... les différences successives de i, prises en re- 
gardant c, c\ . . . comme constants, on aura, par ce qui précède, dtns 
le cas même où c, c , . . . sont variables, les équations suivantes 



^}; =: o, i^-jzzo^ O^ \{/ -- O, . . . , o'" ' '^ :: O 



* 



en changeant donc successivement, dans Téquation x\ la fonction 9 
en ^, ^, J{^^, ..., on aura 

o - -~ ac -T- -T-=7 de ^ . . .^ 
de oc 

o — i- de ~ ^ cfc -^ . . . , 
ôc ôc 



o - ^^r:^. de - '*^'"' '^ de- - adtiO ^'^ O' ^ I 

•*- de '*" de- "'' ~""<*i-d;:^^^ ^ \ 

Ainsi, les équations + = 0, <{^'=o, ... étant supposées être les n inté- 
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grales finies des équations différentielles 



o -— 



rf/T^P' °=W-^P'' 



on aura les in équations au moyen desquelles on pourra déterminer les 
paramètres c, c\ d\ . . . , sans qu'il soit nécessaire de former pour cela 
les équations c =V, c'= V, ... ; mais, lorsque les intégrales seront sous 
cette dernière forme, la détermination de c, c\... sera plus simple. 

Cette méthode de faire varier les paramètres est d'une grande utilité 
dans l'Analyse et dans ses applications. Pour en montrer un nouvel 
usage, considérons l'équation différentielle 

rf'r -. 

P étant fonction de t, y, de ses différences jusqu'à l'ordre < — i et des 
quantités^, T"».--» qui sont fonctions de /. Supposons que l'on ait 
l'intégrale finie de cette équation différentielle, dans la supposition 
de ^, 9, . . . constants, et représentons par <p = o cette intégrale, qui 
renfermera 1 arbitraires c, c', . . . ; désignons par 8ç, îJ*ç, îJ*ç, ... les 
différences successives de 9, prises en regardant ^, q\. .. comme con- 
stants, ainsi que les paramètres c, c\ Si l'on fait varier toutes ces 

quantités, la différence de <p sera 

en faisant donc 

0-- -jî rfc4- ^ rfc'-h. * -^ -^ dq ^- -^, dq'-\-, . ., 
ôc oc ùq ^ oq ^ 

^ sera encore la première différence de <p, dans le cas de c, c , . . . , 
q, q\ , . . variables. Si l'on fait pareillement 

o — -3-^ de -h -T-r de -h. , .-T- -^ dq -h -r-f dq'-{- . . . , 
de oc dq ^ oq ^ 

• I 

o = — 5 — ^ de H T-7-^ de -¥ ... H 3- - dq h . , ^ dq -h . . . , 

de de dq ^ dq ^ 

35. 
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S*<p, S'ç, . . . , S'ç seront encore les différences seconde, troisième, .... 
jièmc jg ç^ lorsque c, c', . . . , y, y', . . . sont supposés variables. 

Maintenant, dans le cas de c, c\..., q, q\... constants, l'équation 
différentielle 

est le résultat de l'élimination des paramètres c, c\. . . au moyen des 
équations 

ainsi, ces dernières équations ayant encore lieu lDi*sque ^, 9', . . . sont 
supposés variables, Téquation 9 = satisfait encore dans ce cas à 
Téquation différentielle proposée, pourvu que les paramètres c, </,... 
soient déterminés au moyen des i équations différentielles précédentes; 
et, comme leur intégration donne i constantes arbitraires, la fonction 9 
renfermera ces arbitraires, et l'équation 9 = sera l'intégrale complète 
de la proposée. 

Cette manière de faire varier les arbitraires peut être employée avec 
avantage, lorsque les quantités 9, 7', . . . varient avec une grande len- 
teur, parce que cette considération rend, en général, beaucoup plus 
facile l'intégration par approximation des équations différentielles qui 
déterminent les paramètres variables c, c\ 
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CHAPITRE VI. 



SECONDE APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES, OU THÉORIE 

DE LEURS PERTLTIBATIONS. 



46. Appliquons maintenant les méthodes précédentes aux pertur- 
bations des mouvements célestes, pour en conclure lés expressions les 
plus simples de leurs inégalités périodiques et séculaires. Reprenons 
pour cela les équations différentielles (i), (2) et (3) du n® 9, qui dé- 
terminent le mouvement relatif de m autour de M. Si Ton fait 

-, m![xx'-\-yy''\-zz') m" [xoc^ -\- yy" -^ zz" ) X 

K — 1— H ■ 1 — ^~ • • • ■" II » 

\ étant, par le numéro cité, égal à 

mm! mm" 



1 + — • r 

[[x'-x]*+[r'-r)*+[''~-i)^'f [{^-j')'+(r''-r)'+(^'-2)']* 



m'in' 



M I • • • • 



si, de plus, on suppose 



on aura 

_ d^x fix âK 

"" ~ lû^ '^7^ '^' dx ' 

(p) N=^4^ '^^■'^ 



rf/2 ,.« ^^ 

d^z fxz dK 
~3I^ "^ 73" "^ "5z 
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La somme de ces trois équations, multipliées respectivement par dx, 
dy, dz, donne, en l'intégrant, 

Q) „ ... .^^ Jf + J .. ,ydR, 

la différentielle dR étant uniquement relative aux coordonnées j7, y, z 
du corps /72, et a étant une constante arbitraire qui, lorsque R est nul, 
devient, par les^n*** 18 et 19, le demi-grand axe de l'ellipse décrite 
par m autour de M. 

Les équations (P), multipliées respectivement par x, y, z, et ajou- 
tées à l'intégrale (Q), donneront 

Maintenant on peut concevoir les masses perturbatrices m', m", . . . 
multipliées par un coefficient a, et alors la valeur de r sera fonction 
du temps / et de a. Si l'on développe cette fonction par rapport aux 
puissances de a, et que l'on fasse a = i après ce développement, elle 
sera ordonnée par rapport aux puissances et aux produits des masses 
perturbatrices. Désignons par la caractéristique ^, placée devant une 
' quantité, la différentielle de cette quantité, prise par rapport à a et 
divisée par dt. Lorsque l'on aura déterminé Sr dans une suite ordonnée 

par rapport aux puissances de a, on aura le rayon r en multipliant 

• 

cette duite par dbc, en l'intégrant ensuite par rapport à x, et en ajou- 
tant à cette intégrale une fonction de / indépendante de et» fonction qui 
est évidemment la valeur de r dans le cas oii les forces perturbatrices 
sont nulles et où le corps m décrit une section conique. La détermina- 
tion de r se réduit donc à former et à intégrer l'équation différentielle 
qui détermine Sr. 

Pour cela, reprenons l'équation différentielle (R), et faisons, pour 

plus de simplicité, 

()R ()R dR 

ôx ^ ày ôz 
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en la differen liant par rapport à oc » on aura 

(S) o=z —^^- -f- fl_-^9./ddRn-«.rR. 

NommoQs dv l*arc mûniment petit intercepté entre les deux rayons veo 
teurs r et r + dr; Télément de la courbe décrite par m autour d^ Af 39ra 

yjdr^ -+- r* dv^ ; on aura ainsi 

dx^ -f dy^ -+- dz^ — dr^ -\- r^dv^, 

et réquatîon (Q) deviendra 

dt^ r a ^ 

En éliminant ^ de cette équation, au moyen de l'équation (R), on aura 






rR', 



d'où Ton tire, en diflerentiant par rapport à a, 

9.r^dvddv rd^ir—Srd^r 3u.r$r ._, _, . 
—dli- = -rff^ 'TT- + '•*» - »^'' 

Si Ton substitue dans cette équation, au lieu de ^^-^j sa valeur tirée 
de Téquation (S), on aura 

dd — ^•^1^'^ "^ '^'A^L :^_^SUà6R-h 2r 3R-4-R ^ dr) 

On pourra, au moyen des équations (S) et (T), avoir aussi exactement 
que Ton voudra les valeurs de Sr et de Sf'; mais on doit observer que, 
di^ étant l'angle intercepté entre les rayons r et r 4- rfr, l'intégrale v de 
ces angles n'est pas dans un même plan. Pour en conclure la valeur 
de l'angle décrit autour de M par la projection du rayon vecteur r sur 
un plan fixe, désignons par v^ ce dernier angle, et nommons 5 la tan- 

gante de la latitude de m au-dessus de ce plan; r(i -h^^)'^ sera Tex- 
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pression du rayon vecteur projeté, et le carré de l'élément de la courbe 
décrite par m sera 



4- dr^ 



mais le carré de cet élément est r^dv^ -^ dr^ ; on aura donc, en égalant 
ces deux expressions, 

On déterminera ainsi dv^ au moyen de dv, lorsque s sera connu. 
Si Ton prend pour plan fixe le plan de l'orbite de /n à une époque 

donnée, ^ et ^ seront visiblement de Tordre des forces perturbatrices; 

en négligeant donc les carrés et les produits de ces forces, on aura 
V -- ç^. Dans la théorie des planètes et des comètes, on peut négliger 
ces carrés et ces produits, à l'exception de quelques termes de cet ordre, 
que des circonstances particulières rendent sensibles, et qu'il sera facile 
de déterminer au moyen des équations (S) et (T). Ces dernières équa- 
tions prennent une forme plus simple, lorsque l'on n'a égard qu'à la 
première puissance des forces perturbatrices. En effet, on peut alors 
considérer Sr et ^v comme les parties de r et de i^ dues à ces forces; 
8R, S.rR' sont ce que deviennent R et rR', lorsque l'on y substitue, au 
lieu des coordonnées des corps, leurs valeurs relatives au mouvement 
elliptique; nous pouvons les désigner par ces dernières quantités assu- 
jetties à cette condition. L'équation (S) devient ainsi 

d^.rdr iirèr - ^ -^, 

o -- -g^^ 4- ^ ^ 2 /d R -r^ r R . 

Le plan fixe des x et des y étant supposé celui de l'orbite de m à une 
époque donnée, z sera de l'ordre des forces perturbatrices, et, puisque 

l'on néglige le carré de ces forces, on pourra négliger la quantité z -p . 

De plus, le rayon r ne diffère de sa projection que de quantités de 
Tordre z^. L'angle que ce rayon fait avec Taxe des x ne diffère de sa 
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projection que de quantités du même ordre; cet angle peut donc être 
supposé égal à v^ et Ton a, aux quantités près .du même ordre, 

x=:rçosv, /:=rsini', 

d'où l'on tire 

ôK ôR ôK 

dx ^ ôjr dr 

et par conséquent rK= r-y-- Il est facile de s'assurer par la différen- 

tiation que, si l'on néglige le carré de la force perturbatrice, l'équa- 
tion différentielle précédente donnera, en vertu des deux premières des 
équations (P), 

:frdt (2/dR -f- r ^) -^rfxdt (2/dR ^ r ^) 



X 



xdy— ydx 
dt 



Dans le second membre de cette équation, les coordonnées peuvent se 

X dy* —^ V* dx 

rapporter au mouvement elliptique, ce qui donne — -^ — constant 

et égal, par le n® 19, à ^[i>a{i — e^;, ae étant l'excentricité de l'orbite 
de m. Si l'on substitue dans l'expression de r^îr^ au lieu de x et de y, 

leurs valeurs rcosc et rsinc, et, au lieu de fLX^JHL^, la quantité 
V(Aa(i — e^); enfin, si l'on observe que, par le n** 20, (jl — n^a^, on aura 

a cosi' i /irf/rsini'(2/dR-t- r-j-\ — a sint' 1 ndtrcosv (2/dR -f- '"-;—) 



■\] dr^ 



fx^/i-e 



_^a 



L'équation (T) donne, en l'intégrant et en négligeant le carré des forces 
perturbatrices, 

'zrdor -hdrdr 3a ^- . .^ 7M C * <)R 



— ///irf/dRH- — Çndtr 



ci^ndt a ^^^ ix J àr 
,y àvzzr. ! L. '— 

cette expression donnera facilement les perturbations du mouvement 
de m en longitude, lorsque celles du rayon vecteur seront déterminées. 

Œuvres de L. — h 36 
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Il nous reste à déterminer les perturbations du mouvement en lati- 
tude. Pour cela, nous reprendrons la troisième des équations (P); en 
rintégrant comme nous avons intégré Téquation (S), et faisant z = rh, 
nous aurons 

ûcosi' I /la/rsnii'-r— - asmv I ndtrcosv-r— 

z) a,^ ^- --.-^ J ^^• 



a VI 



_ /»i 



^ est la latitude de m au-dessus du plan de son orbite primitive : si 
l'on veut rapporter le mouvement de m sur un plan peu incliné à cette 
orbite, en nommant 5 sa latitude lorsqu'il est supposé ne point quitter 
le plan de cette orbite, 5-+-S5 sera à très-peu près la latitude de m 
au-dessus du plan proposé. 

47. Les formules (X), (Y) et (Z) ont l'avantage de présenter sous 
une forme unie les perturbations, ce qui est très-utile dans la théorie 
des comètes, dans laquelle ces perturbations ne peuvent être détermi- 
nées que par des quadratures; mais le peu d'excentricité et d'incli- 
naison respective des orbites des planètes permet de développer leurs 
perturbations en séries convergentes de sinus et de cosinus d'angles 
croissant proportionnellement au temps, et d'en former des Tables qui 
peuvent servir pour un temps indéfini. Alors, au lieu des expressions 
précédentes de Sr et de 8^, il est plus commode de faire usage des 
équations diflerentielles qui déterminent ces variables. En ordonnant 
ces équations par rapport aux puissances et aux produits des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites, on peut toujours réduire la dé- 
termination des valeurs de tr et de ^ à l'intégration d'équations de 
la forme 

équations dont nous avons donné les intégrales dans le n^ 42. Mais on 
peut donner immédiatement cette forme très-simple aux équations dif- 
férentielles précédentes, par la méthode suivante. 
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Reprenons l'équation (R) du numéro précédent» en y faisant, pour 
abréger; 

Q--a/dR-Hr§; 

elle devient ainsi 

R ) O :-:^ - —j-z ~ -h ^ -h Q. 

Dans le cas du mouvement elliptique, où Q = o, r* est, par le 
n** 22, fonction de ccos(/i/-i- c — u), cie étant l'excentricité de l'or- 
bite et /i/ -h £ — tu étant l'anomalie moyenne de la planète m. Soit 
ecos(/i/-+-£ — ct) r= M, et supposons r^ z=rf{u]\ on aura 

m 

Dans le cas du mouvement troublé, nous pouvons supposer encore 
r* = 9(tt); mais u ne sera plus égal à ccos(/i/-f- e — u); il sera 
donné par l'équation différentielle précédente augmentée d'un terme 
dépendant des forces perturbatrices. Pour déterminer ce terme, nous 
observerons que, si Ton fait u -- ^(r*), on aura 

^ji'(r*) étant la différentielle de J^(r^) divisée par rf.r^, et ^"(r^) étant la 

différentielle de +'(r^) divisée par d.r^. L'équation (R) donne -t^ égal 

à une fonction de r, plus à une fonction dépendante de la force pertur- 
batrice. Si l'on multiplie cette équation par 2rdr, et qu'ensuite on l'in- 

tègre, on aura , égal à une fonction de r, plus à une fonction dé- 
pendante de la force perturbatrice. En substituant ces valeurs de ' 

et de , dans l'expression précédente de "577 + ^^"» I21 fonction 

de r indépendante de la force perturbatrice disparaîtra d'elle-même , 

puisqu'elle est identiquement nulle lorsque cette force est nulle; on 

36. 
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aura donc la valeur de -^r^ + n^u, en substituant dans son expression, 

au lieu de -~— et de , ? les parties de leurs expressions qui dé- 
pendent de la force perturbatrice. Or, en n'ayant égard qu'à ces par- 
ties, l'équation (R'> et son intégrale donnent 

partant 

Maintenant, de l'équation u -■■ '|fr^) on tire du -- 2rdr^'{r^}; celle-ci 
r^z=ff{u) donne 2rdr— du<f\u), et par conséquent 



? i"i 



En différentiant cette dernière équation, et substituant ^'[u) au lieu 



, ^ r dr 

de —7 — ' on aura 
au 






^"{u) étant égal à y"^ de même que 9'(m) est égal à t^"^ - Cela 
posé, si l'on fait 

u — « cos ( n/ -h e — cj) -h du, 

l'équation différentielle en i^ deviendra 

d/2 9';a * -^ ^ ^ ^ ' 9\ii 



et, si l'on néglige le carré de la force perturbatrice, u pourra être sup- 
posé égal à ecos^/if + i — m) dans les termes dépendants de Q. 
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La valeur de - trouvée dans le n^ 22 donne, en portant la précision 
jusqu'aux quantités de Tordre e^ inclusivement, 

d'où l'on tire 

r^ '.- a^li-i le^ — 9.u{i — ^««) — u'^ — a» J — (^(u). 

Si l'on substitue cette valeur de ff{u) dans Téquation différentielle 

en Xtt, et que Ton restitue au lieu de Q sa valeur a/dR + r-^? 

et e cos{ni -r- 1 — Ts) au lieu de m, on aura, aux quantités près de 
l'ordre c', 

d^du 

[\') \ i [' -^- T^^— ^ cos [nt-\-t — m — {e^ cos h^nt -h ?.e — irs] 1 2/dR -»- '""r") 

— j ndl\ sin(/i/-+ £ — cj)[i-h^eos(/i/-+-e — GjjjU/dR-hr-pl l* 

'Lorsque l'on aura déterminé }iu au moyen de cette équation différent 
tielle, on aura Sr en difTérentiant l'expression de r par rapport à la 
caractéristique ^, ce qui donne 

Cette valeur de Sr donnera la valeur de S(^, au moyen de la formule (Y) 
du numéro précédent. 

Il nous reste à déterminer h; or, si l'on compare les formules (X) 
et (Z) du numéro précédent, on voit que Sr se change en h en chan- 
geant, dans son expression, 2/dR h- r-j- en ^-•, d'où il suit que, pour 

avoir Is, il suffit de faire ce changement dans l'équation différentielle 
en iuy et de substituer ensuite la valeur de ^u, donnée par cette équation 
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et que nous désignerons par lu\ daxis l'expression de 2^. On aura ainsi 



•s t 



Z') / " 

\n>dt\ sin(n/H-e- Gj [i-hecos'/i/H-e — Gj J-r— U 

05 - — ad«i'[i-f-x^'-^2^cosin/-i-e — cj^ \-\e^ cos[inl 4-2e — 2gj)]. 

Le système des équations (X), (Y), (Z) donnera d'une manière fort 
simple le mouvement troublé de m, en n'ayant égard qu'à la première 
puissance de la force perturbatrice. La considération des termes dus à 
cette puissance étant à très-peu près suffisante dans la théorie des pla- 
nètes, nous allons en tirer des formules commodes pour déterminer le 
mouvement de ces corps ('). 

48. Il est nécessaire, pour cela, de développer la fonction R en 
série. Si Ton n'a égard qu'à l'action de m sur m\ on a, par le n** 46, 



m' ' XX -h,7T -+ zz m 



t 



3 f 



Otte fonction est entièrement indépendante de la position du plan 

des X et des j; car, le radical v ^^ - xf -t- ( v— JK)^ -h [z'—zY expri- 
mant la distance de m à m\ il en est indépendant; la fonction 

x^ - - j2 .4- 2» _;- x'^ -\-x'^ H- z'^ — ixx' — i^yy' — izz' 



2 



en est donc pareillement indépendante: mais les carrés x^ -:- v^ -^ z 
et x^ - .y'^ - ^'^ des rayons vecteurs ne dépendent point de cette po- 

(/) Dans l'édition publiée par le Gouvernement français, on trouve à la fin du tome V, 
pour le n* 47 du Livre H, une correction imiir/uêe par V Auteur dans les termes suivants : 

« L'équation (Z') du dernier alinéa de ce numéro n*est exacte qu'en négligeant Texcentri- 
cité et le carré de Tinclinaison de Torbite. C'est avec cette restriction qu'elle a été employée 
dans tout l'Ouvrage. U faut supprimer cet alinéa et y substituer ces mots': L'équation (Z) 
du numéro précédent donnera, d'une manière fort simple, la valeur de $s. t 

( Note de rÉditeur. ) 
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sition; la quantité œx-i-yy'-h zz' n'en dépend donc pas, et par consé- 
quent la fonction R en est indépendante. Supposons dans cette fonction 

j:=rcqsi', ^-^rsinc, 
x' =^ r'cosi'', j'=r'sini''; 

on aura 



m 



« m'[rr' €08(4^'— 4^) -\-zz''\ 

• ;r'»-hjs'«)^ [ra-2rr'cos(i''-i')-hr'a-+-(3'-2)=»]* 

Les orbes des planètes étant presque circulaires et peu inclinés les uns 
aux autres, on peut choisir le plan des x et des j de manière que z et z 
soient très-petits. Dans ce cas, r et r' diffèrent très-peu des demi- 
grands axes a et a! des orbes elliptiques; nous supposerons donc 

r—a[\ -htt,;, /•' — a'(iH- mJ), 

u^ et a étant des petites quantités. Les angles k^ et v' différant peu des 
longitudes moyennes m -i- e et n!t ^- e', nous supposerons 

if = n/ -T- e H- v,y \^' --- n't H- e'-^ v\ , 

i', et v^ étant des angles peu considérables. Ainsi, en réduisant R dans 
une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de u,, 
v,9 z, u, y\ el z\ cette série sera fort convergente. Soit 

a — î- 

-Tj cos(ii'/ — »/ -t- e'— e) — {à^ — laa' cos[n't — nt-^ t'— t) -t- a'^] ^ 

= ^A(<» -t- AC) cos(»'/ — »/ H- e'— e) -h A^^) cos2(n7 — »/ -^ c' — -e) 

-h A(»^cos3(ii'/ — »/-+-e'-- c) -h. . .; 

on peut donner à cette série la forme 

i2A('^ cos/(/i'/ - /i/-t- e'— e), 

la caractéristique 2 des intégrales finies étant relative au nombre < , et 
devant s'étendre à tous les nombres entiers, depuis i = — x) jusqu'à 
1 = 00 y la valeur i= o étant comprise dans ce nombre infini de va- 
leurs; mais alors il faut observer que Af"'^ = A^'^ Cette forme a Tavan- 
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tage de servir à exprimer d'une manière fort simple, non-seulement la 
série précédente, mais encore le produit de cette série par le sinus ou 
le cosinus d'un angle quelconque y? -4- w; car il est facile de voir que 
ce produit est égal à 

^i\(i) ^*" li(n't ~ nt H- 1- €) H-// -+- gtJ. 

Cette propriété nous fournira des expressions très-commodes des per- 
turbations du mouvement des planètes. Soit pareillement 

s 

[«2 _ aoa' ços[n't — nt -+- e'— e) -+- a"^^^ — ^2BC') cos/ (/l'Z — nt 4- e - c), 

B'~''^ étant égal à B^'^ Cela posé, on aura, paq les théorèmes du n^ 21, 

m' „ f)A^') ., ^ 

H u.Za--— cosz n t — nt -h e — e ; 

7. ' ôa 

m ,^ ,dA(') . ,, , , , 
-h — n,za , , cosi>/i / - /i/ -f- e — ei 

\^,~ *'/ ' i'AvOsini /i / — /i/-t- e - e 

m' „-, ,daA(') 
-h -^ uj la^ -^^ cos« i/i / _ /!/ -h £ _ e, 

H M, £1, 2aa -3 — ^~- cos/ [ /i / - /i/ -t- e — e 

i>^ — i',) u.Zia—. — sm« « t — nt -\- t — i 

m' dAC') 

\^, — ^i) u,2éia -T-r- smi /i t — nt -\- z — t) 

2 ^ ' oa ^ ' 

_ ^ (^; -- u )22|aA(i) cos/ >'/ - nt -^ £ - £ 

4 • 

-♦- — rr r, — cos n / — nt-^i — t 

a» 2û* ^ 

^^^^'f"^ ^- 2B(') cosi (»7 - 71/ -+- e'- e) 
4 
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Si l'on substitue dans cette expression de R, au lieu de w , u\, y^, r; , 
z et z\ leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, valeurs qui 
sont fonctions de sinus et de cosinus des angles nt -t- e, n't -f- 1' et de 
leurs multiples, R sera exprimé par une suite infinie de cosinus de la 
forme 

m'kcos'i'n't — int -\- A], 

«et i' étant des nombres entiers. 

Il est visible que Faction des corps m'\ m',... sur. m produira dans R 
des termes analogues à ceux qui résultent de Faction de m, et que Ton 
obtiendra,, en changeant dans l'expression précédente de R tout ce qui 
est relatif à m' dans les mêmes quantités relatives à m", m\ 

Considérons un terme quelconque m'kcosd'nt — int -\- A) de l'ex- 
pression de R. Si les orbites étaient circulaires et dans un même plan, 
on aurait i'= i; donc i' ne peut surpasser i ou en être surpassé qu'au 
moyen des sinus ou des cosinus des expressions de w, , ^, , z, u, 
v] , z\ qui , en se combinant avec les sinus et les cosinus de l'angle 
n't — nt-^^—t et de ses multiples, produisent des sinus et des co- 
sinus d'angles dans lesquels /' est différent de i. 

Si l'on regarde les excentricités et les inclinaisons des orbites 
comme des quantités très-petites du premier ordre, il résulte des for- 
mules du n" 22 que, dans les expressions de i/,, i\, z o\x rs, s étant 
la tangente de la latitude de m, le coefficient du sinus ou du co- 
sinus d'un angle tel que /{nt-r- 1) est exprimé par une série dont le 
premier terme est de l'ordre /, le second terme de l'ordre f-h 2, 
le troisième terme de l'ordre f-\- 4» et ainsi de suite. Il en est de 
même du coefficient du sinus ou du cosinus de l'angle /'(/i'/ H- 1'), 
dans les expressions de u\ , ç\ , z'. Il suit de là que, i et i' étant sup- 
posés positifs, et «' plus grand que t, le coefficient k dans le terme 
m'Acos{i'n't — int -h A) est de l'ordre i — i, et que, dans la série qui 
l'exprime, le premier terme est de l'ordre 1 — i, le second terme est 
de Tordre «'— £ h- 2, et ainsi de suite, en sorte que cette série est fort 
convergente. Si i était plus grand que i\ les termes de la série seraient 

ORuvres de L. -- \. 37 
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successivement des ordres i — i\ i — i'-h 2^ — Il en serait de même 
si I était négatif dans le premier cas, ou T dans le second (*). 

Nommons u la longitude du périhélie de Torbite de m, et celle de 
son nœud; nommons pareillement n" la longitude du périhélie de Tor- 
bite de m\ et 0' celle de son nœud, ces longitudes étant comptées sur 
un plan très-peu incliné à celui des orbites. Il résulte des formules du 
n^ 22 que, dans les expressions de w^, {^, et z, l'angle nt-hi est tou- 
jours accompagné de — cj ou de — 6, et que, dans les expressions de 
u, , V, et z\ Tangle n't -f- s' est toujours accompagné de — cr' ou de 
— 0'; d'où il suit que le terme m'kcosd'n't — int -^ A) est de cçtte 
forme 

g, g\ g", g" étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et tels 
que Ton a 

Cela résulte encore de ce que la valeur de R et ses différents termes 
sont indépendants de la position de la droite d'où l'on compte les lon- 
gitudes. De plus, dans les formules du n" 22, le coeincient du sintjs 
et du cosinus de l'angle ct a toujours pour facteur l'excentricité e de 
l'orbite de m; le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle 2x3 ^ 
pour facteur le carré é^ de cette excentricité, et ainsi de suite. Pareil- 
lement, le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle a pour fac- 
teur tangjç, <p étant l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe; 
le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle 2O a pour facteur 
tang^^ç, et ainsi du reste; d'où il résulte que le coefficient k a pour 

facteur 

e^e'^' lang^' * 9 lang^^9', 

les nombres g^ g\ g'\ g'" étant pris positivement dans les exposants 
de ce facteur. Si tous ces nombres sont positifs en eux-mêmes, ce fac- 



(*) La phrase : II en serait de même, etc., qui termine cet alinéa, ne se trouve pas dans 
rédition de Tan VU; elle a été ajoutée dans l'édition de 1829. 
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teur sera de Tordre V— i, en vertu de l'équation 

O rrr T- i - g -- g'— g" - g^; 



mais, si Tun d'eux, tel que g, est négatif et égal à — ^, ce facteur sera 
de Tordre «'— « -f- ag^. En ne conservant donc, parmi les termes de R, 
que ceux qui, dépendant de Tangle Vn't — int, sont de Tordre i'— «, 
et en rejetant tous ceux qui, dépendant du même angle, sont des ordres 
T— I -h 2, V— i -h 4» • • • » l'expression de R sera composée de termes 
de la forme 

H^e'^'tang^^9tang^^9'cos(iV/-i/i/-h«V-ie-g^cj-g^V-g-''0-g-^0'). 

H étant un coefficient indépendant des excentricités et des inclinaisons 
des orbites, et les nombres g, g\ g'\ g" étant tous positifs, et tels 
que leur somme soit égale à i'— i. 

Si Ton substitue, dans R, a{\ -f- u^) au lieu de r, on aura 

r — r=i a — • 
dr da 

Si, dans cette même fonction, on substitue, au lieu de u,, v^ et z, leurs 
valeurs données par les formules du n^ 22, on aura 

dR ^ 

pourvu que Ton suppose e — tr et e — constants dans la différentielle 
de R prise par rapport à e; car alors li,, ^, et z sont constants dans 
cette différentielle, et, comme on a v =znt-{-i-{-v^, il est clair que 
Téquation précédente a lieu. On pourra donc obtenir facilement les 

valeurs de r-r- et de -p qui entrent dans les équations différentielles 

des numéros précédents, lorsque Ton aura la valeur deR développée 
en série de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps /. 
La différentielle dR sera pareillement très- facile à déterminer, en 
observant de ne faire varier dans R que Tangle n/, et de supposer 
Tangle n't constant, puisque dR est la différence de R, prise en sup- 
posant constantes les coordonnées de m\ qui sont fonctions de n't. 

37. 
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49. La difficulté du développement de R en série se réduit à former 
les quantités A''^ B^'^ et leurs différences prises soit relativement à a. 
soit relativement à a\ Pour cela, considérons généralement la fonction 

{a^ — lad cos9 -h «'^)~', 

et développons-la suivant les cosinus de Tangle et de ses' multiples. 
Si Ton fait -r = a, elle deviendra 

a 

a'-^i[\-. 2acos(?-r- a*)~*. 
Soit 

1 - 2a cosÔ -^ a^)-'— '^^b'P -+- 6^'^ cos9 — 6^^^ cosa^ -+- 6^'^ cosSO -^ . . . , 

bs , bf , 6/ , ... étant des fonctions de a et de f. Si Ton prend les 

différences logarithmiques des deux membres de cette équation par 
rapport à la variable 0, on aura 

— 2sasin9 — éj' sinô — afr^^^sinaô — . . . 



I— 2acos(?-i-a2 îV^-^- ^i*^cos9-f-6iî»Jcos29-h . . . 

En multipliant en croix et comparant les cosinus semblables, on trouve 
généralement 



(«) *i 



(,.^ ;/-,l ',^a2^bl'-''^ -^i-hs-^)abl'-^^ 



i — six 



on aura anisi bs ^ bs , . . . lorsque 1 on connaîtra bs et 6^ • 

Si l'on change s en s -\- 1, dans l'expression précédente de 
(i— 2acos6-i-a*)-"', on aura 

I — 2acos9-+-a«)-'-'^^6i^\-+-6i|^, cos9H-6Ji\ cos20-+-6ii^, cos30-4- 

En multipliant les deux membres de cette équation par i — iia cosO + a', 
et en substituant, au lieu de ''i — 2aços6-ha*)~', sa valeur en série, 
on aura 

i^^'^H- ^i*^ cosôn-^i*^ C08aÔH-... = (l-~2« C08Ô^-a«) (|^it\-h^iVi ^ 
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d*oii l'on tire, en comparant les cosinus semblables, 

La formule (a) donne 

^' ■ il-*) a 

l'expression précédente de hl deviendra ainsi 

^» — , 



I — i 



En changeant i en i + i dans cette équation, on aura 

' / — * -t- I 



et, si l'on substitue au lieu de 6j-»-i sa valeur précédente, on aura 

■ 

* (/' -- •*; ',1 — « + i)a 

Ces deux expressions de h, et de hs donnent 



(6) b% = -i 



en substituant au lieu de h, sa valeur tirée de l'équation (a), on 
aura 



(.-«2)^ 



expression que l'on peut conclure de la précédente, en y changeant i 
dans —I, et observant que b^^^ = b^-^K On aura donc, au moyen de 
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cette formule, les valeurs de ôj+i, ô^,, bs^^, .... lorsque celles de 

.(0) ,CO .(2) 

Os , bt , b, , . . . seront connues. 

Nommons» pour abréger» "k la fonction i — axcosô -ha*. Si Ton dif- 
férentie» par rapport à a, l'équation 

X-' :. ^6i"^-t- 6i*^ C0S6 -h b'/^ C0S26 -h . . . . 

on aura 

7. (ta aa aa, 

mais on a 

, _ a» - >. 

— a -h cosô = ; 

on aura donc ' 

/-'-* = -~ \ j^~ cosô -I-.. ., 

a OL 1 aa aa. 

d'où l'on tire généralement 



rf6<'>^ ^li-g») ^(.-) <6f 



rfa ~ - '-' 



« « 



/ * \ 

En substituant au lieu de bs-^i sa valeur donnée par la formule [b). 



on aura 



db^g^ __ i -^ [i -^ o.s] a^ ,(/) a / — ^ -H i ) i(/-f-i; 



da a[i — a^\ ' i — .a» 

Si Ton difTérentie cette équation, on aura 



r/a' a (i — a*j da 

En difTérentiant encore , on aura 



/ 2(/-t-j')(i-t-a'\ _^ ^\ ,(/j_ a(/— j-i-i) jW}-^^^ __ 4<^'— -y-t-O^ f (i^-i) 
\ (I— a«)« aV ' i — a« <^ (i— «*)' ' 



dx^~ a(i — a») f/aî "^^\ \i_a»)«" aV ^/a "^V (i — a«)» "*" a'j * 

_ "i^^i ~jL±ii ^^^^"^^ _ H(/— .yH-r)« db^J^'^^ _ 4(/— . v-»-i)(i-t-3a«) w/^t) 
I — a» da« (1 — x«)« r/a (i — a«)» ' 
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On Yoit ainsi que» pour déterminer les valeurs de hs et de ses diffé- 
rences successiyes, il suffît de connaître celles de bs et de hs . On dé- 
terminera ces deux quantités de la manière suivante. 

Si Ton nomme c le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Tunité, on pourra mettre l'expression de yr* sous cette forme 

En développant le second membre de cette équation par rapport aux 
puissances de c^^ et de c""®v^"*,.irest visible que les deux exponen- 
tielles &^^ et c"^®^"* auront le même coeffîcient, que nous désigne- 
rons par k. La somme des deux termes k&^^ et Ac"'®^-* est aAcostO; 

ce sera la valeur de è, cos/6; on aura donc bs = 2k. Maintenant Tex 
pression de X"' est égale au produit des deux séries 



I .2 



-Ov^^. fjj_±ll ^2^2by/:=J^,, . ; 



f .2 



en multipliant donc ces deux séries Tune par l'autre, on aura, dans le 
cas de i =^ o, 

y 1 . 2 / 

et, dans le cas de « — i , 



\ 1.2 1.2 1.2.3 ■/ 



partant 



' • |_ 1.2 1.2 I .2.3 J 
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Pour que ces séries soient convergentes, il faut que a soit moindre que 
l'unité; c'est ce que Ton peut toujours faire, en prenant pour a le rap- 
port (le la plus petite des distances a et a' à la plus grande; ainsi, 

ayant supposé a = - ? nous supposerons a plus petit que a'. 

Dans la théorie du mouvement des corps m, m\ m", . . . , on a besoin 

de connaître les valeurs de 6, et de 6, , lorsque s — { et s --\. Dans 
ces deux cas, ces valeurs sont peu convergentes, si a n'est pas une 
petite fraction. Ces séries convergent avec plus de rapidité, lorsque 
s - — ^, et l'on a 

,(i) / '•' •» I î.1.3 1.3 1. 1.3.5 ^ 1.3.5 1. 1.3. 5. 7 ^ \ 

^-.^^^ "^l'-^q^ -IT^Â"" "p'MiXB^ ""Ï:6:8*2.4.6]8.io'' "'"}' 

Dans la théorie des planètes et des satellites, il suflira de prendre la 
somme des onze ou douze premiers termes, en négligeant les termes 
suivants, ou plus exactement, en les sommant comme une progression 
géométrique dont la raison est a^. Lorsque l'on aura ainsi déter- 
miné b \_ ai b 1, on aura b\_\ en faisant / -o et $= — ^ dans la 
formule'ft), et l'on trouvera 



h ^-oi\'^ 



Si, dans la formule r \ on suppose / — - 1 et 5 ~ — ^, on aura 



'?.ct.b , -h 3 I -h a- ) c> , 



(0) . 1 iC) 



Au moyen de ces valeurs de b\ et de 6i , on aura, par les formules 



(0 



précédentes, les valeurs de 6i et de ses différences, quel que soit le 
nombre /, et l'on en conclura les valeurs de 6i et de ses différences. 

2 
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Les yaleurs de 63 et de 63 peuvent être déterminées fort simplement 
par les formules suivantes : 



6(0) ^ _.zi_, fcco ^ _ 3 .^_:i 



» "(i-a^)^ I ^(i-a^)» 



Maintenant» pour avoir les quantités A^^\ A^*\... et leurs différences, 
on observera que» par le numéro précédent, la série 

^A(<» 4- A(*) cos9 -+- A(2) COS20 

résulte du développement de la fonction 

acosO 



a 



'2 



— [a^ — laa! cosô -f- a'*)"' 



dans une suite de cosinus de l'angle 8 et de ses multiples; en faisant 

— = a, cette même fonction se réduit à 
a 

--LaW+Z" _J,A('))cose--V6'/'cos2e-..., 



ce qui donne généralement 



AC) - - -V ^1^ 
a' i 

lorsque I est zéro ou plus grand que i, abstraction faite du signe. Dans 
le cas de i = I , on a 

On a ensuite 



da a' doL âa^ 



or on a -^ = \\ partant 

()A('> __ j j_ 

da """" ô^ rfa 
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et, dans le cas de i = i, on a 

db['> 



da ~ a"^\ doL J 



Enfin 


on a, 


dans le 


cas même de i 


— 1, 












I 
a'» 


da? ' 






■ 


a»A(') 


I 
a'* 





Pour avoir les différences de A^^^ relatives k a', on observera que, A^'^ 
étant une fonction homogène en a et a"» de la dimension — i , on a, par 
la nature de ce genre de fonctions, 



dA(') ,dACO 



d'où Ton tire 



, dA(') .... dAC) 

da da 

/ <^^A<0 __ _ dAÇO _ d^A(' > 

dada' "" da àcC^ 

da!^ da ôa^ 

ôa'^da da ôa^ da* 

^'-d^ =-6A^'^-'8«-d^-9«^-da^-«'-d5r- 



On aura B^^^ et ses différences en observant que, par le numéro précé- 
dent, la série 

^B(»)-+- B(Ocose 4- B(2) C0S2Ô 4-. . . 

est le développement de la fonction a'"'(i— aacosO + Ac') ', suivant 
les cosinus de l'angle d et de ses multiples; or cette fonction ainsi dé- 
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veloppée est égale à 

V ï î ï / 



on a donc généralement 



" A(0 



B^''^=^*^ 



d'où l'on tire 






» — T-;r- — -TT f ^ > 



da a'* rfa da^ a'« rfa^» 



• • • • 



De plus, B<'' étant une fonction homogène de a et de a, de la dimen- 
sion — 3, on a 

d'où il est facile de conclure les différences partielles de B^'^ prises re- 
lativement à a\ au moyen de ses différences partielles en a. 

Dans la tl^éorie des perturbations de m' par l'action de m» les valeurs 
de A^^ et de B^'^ sont les mêmes que ci-dessus, k l'exception de A^*^ 

qui dans cette théorie devient -r r &< • Ainsi le calcul des valeurs 

de A^^^ B^') et de leurs différences sert à la fois pour les théories des 
deux corps m et m'. 

50. Après cette digression sur le développement de R en série, re- 
prenons les équations différentielles (X'), (Y) et (Z') des n^ 46 et 47, 
et déterminons à leur moyen les valeurs de ^r, ^ç et ^, en portant la 
précision jusqu'aux quantités de l'ordre des excentricités et des incli- 
naisons des orbites. 

Si, dans les orbes elHptiques, on suppose 

r=:a(i-f-ii,), r'=a'(i4-ii;), 
i; = n/ -+- c -h i',, v' = n't -H e' -h v^ , 

on aura, par le n^ 22, 

u,=z --ecos(/i/-h€ — Bj), u[ — — e'cos(n'/ H- e' -—©'), 

i/,=:»esin(ii/-f-c — w), v; =2e'siû(ii7-i-e'— «f'), 

38. 
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ni -h if n't + e' étant les longitudes moyennes de m et de m'; a et a' 
étant les demi-grands axes de leurs orbites; e et é" étant les rapports 
des excentricités aux demi-grands axes; enfin, u et u' étant les longi- 
tudes de leurs périhélies. Toutes ces longitudes peuvent être rappor- 
tées indifféremment aux plans mêmes des orbites ou à un plan qui 
leur est fort peu incliné, puisque l'on néglige les quantités de l'ordre 
des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons. En sub- 
stituant les valeurs précédentes dans l'expression de R du n^ 48, on aura 

K=r: — l\(i)cosiin't nt-^e'-i) 

2 



m 

2 



- 1\ a—^ h 2iA('ï ecos[/{/i'/ — nt-i-e— e) -^ nt -\- e — xd'] 

m' r /)A('-0 1 

"T^r'^^^ 2(i-i)A('-')U'cos[i{/i'/-/i/H-e'-€)4-n/4-c-cj')], 

le signe 1 des intégrales finies s'étendant à toutes les valeurs entières, 
positives et négatives, de i, en y comprenant la valeur i = o. De là on 
tire 

^^„ dK , m! dACo; 
>. / dR -h r-r— = 2m c" H a -^ — 



2 a—, \ r A(0 COSI /I / — /l/-f-£ - € 

'2, \_ ôa n — n } ^ 

a^ -^-- — h oa—^ — ecos /i/H- e — cj) 

2 L àa'^ da } ^ ' 



2 \ da()a' da da' 



4A(«Ae'cos(n/-4-f-o') 



m' r,dî»A(') , . . ()A(') 2(i-i)/i r dA('> .,,,A1 

?. I ()«-» ^ ' da i[n — n)-~n\ ôa /J 

Xecos[/(n'/ ~- nt-{- e — c) -h n/ -f- c — cj] 

2 [ ôaôa ^ i)a i[n — n)—n\ ôa ^ ' /J 

X e' cos[i(/i'/ — /i/ -h £'— e) -f- n/ -f- e — cr'], 

le signe intégral 2 s'étendant, comme dans ce qui suit, à toutes les 
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valeurs entières, positives ou négatives, de i, la seule valeur t = o étant 
exceptée, parce que nous avons fait sortir hors de ce signe les termes 
dans lesquels i = o; ni g est une constante ajoutée à l'intégrale /dR. 
En faisant donc 

„ , .d»AW , ,dA(«) ^ 

i._.-,,,» <>'A(') , „dA(') , „,aA(0 , _,,., 
' dada da àa 

' da^ 2 àa 2[i(/i — /i ) — nj \ da /i — n / 

' da da ^ ' àa i[n — n]~-n\ àa ^ ' / 

en prenant ensuite pour unité la somme des masses M + m, et obser- 
vant que, par le n° 20, — ^ — = n*, l'équation (X') deviendra 

o = — i-- — \- n*ou — in^m ae a^ — r — 

a/* ^ 2 àa 

n^m' v/ , dA('^ 2n ...A ., ,^ ^ , . 

2 \ àa n — n j ^ ' 

-h /j^m'Cecos(/i/H-e~cj) -h /j*m'De'cos(/i/ -h e — bj') 
-h /i^m' 2C(')e cos[i(/i7 — n/-4-€'— e) H-n/-h e — ro] 
-H n^m' 2Df')e*cos[i{/i'/ — /i/-+-e'— e) -h /i/ -h e — nj'], 

et, en intégrant, 

, dA(') 2/1 .,. 
-H m'/ e cos(/i/ -h e — nj) -f- m'/' e' cosfn/ -f- c — bj' ) 



— — C/i/esin(/i/-i- 6 — cj) D/i/e' sin(n/ -t- e — bj') 

2 " ^ '2. ^ 

-f-m 2 r-r; r^ tT re COS [m'I / — '*'-♦-€— 6) -h /l/ -+- € - Bj] 

[i(n — /i ) — np — /** *• ^ -* 

-h m' St-tt n ï:; z e' cosU in! t ^ nt -^- t'—t) -t- /l/^- e — bj], 



\ 
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/ et/' étant deux arbitraires. L'expression de ir en ^^ trouvée dans 
le n^ 47, donnera 

— — — amo/?^ û*— 3 1 '^^i vT/ TT^ — 5 cosi n/ — n/-he — e) 

— m'fecos(nt-^ t — bj) — m'/'e'cos(/i/-+-e — cj') 

4- im'Cn/esin(/i/4-e — Bj) 4- ym'Dn/e' sin(/i/ -f- e — ©') 

-^ W n-'Ai vr-, rrr r ^V M 1^ il « C0S[l /l'/ — II/ H" 6 — 6 "h '>'"»- « 

' i^[n — n)^ — n^ \i[n — n] — ny — n^) ^ ' 

/et/' étant des arbitraires dépendantes de/ et/'. 

Cette valeur de tr; substituée dans la formule (Y) du n^ 46, don- 
nera ^i^ ou les perturbations du mouvement de la planète en longi- 
tude; mais on doit observer que, nt exprimant le moyen mouvement 
de m, le terme proportionnel au temps t doit disparaître de l'expres- 
sion de ^(^. Cette condition détermine la constante g^ et l'on trouve 

Nous aurions pu nous dispenser d'introduire dans la valeur de tr les 
arbitraires / et /', puisqu'elles peuvent être censées comprises dans 
les éléments e et t7 du mouvement elliptique ; mais alors l'expression 
de %{f aurait renfermé des terme? dépendants de l'anomalie moyenne, et 
qui n'auraient point été compris dans ceux que donne le mouvement 
elliptique : or il est plus commode de faire disparaître ces termes de 
l'expression de la longitude, pour les introduire dans l'expression du 
rayon vecteur; nous déterminerons ainsi/ et/' de manière à remplir 

cette condition. Cela posé, si l'on substitue au lieu de a' . , sa 



i 
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valeur — A"~*^ — a — ^ — . on aura 

da 

da ' da* 

_,,, (i-i)(2i-i)» ... ., i»(n — /,')-« ,dA('-') , ,d»A('-" 
n — i(n — n) n — i[n — n) aa ' da* 






Soit» de plus» 



ECO = _ _l^ a A(« + '2i^Lz4[JL±$«_z:ZÎ.)Jiil!î! (^^ 



Î^[n4-i(n-n')]-3nî» 



F(0 = i ^ a A('> H ^TT rr5 ï ( «^ -3 1 r « A(') ) r— r r ttït 

n— li' i2(n — /i')* — n* \ da n — n' ) n^-'{n — i\n — nY 



2[/i-i(n-/*')J »*-[n-/(/*-n')P' 



on aura 

dr m' ,aA(o) m'/ia ^ da '^ n-n'^^ ... . , ^ 

a b da 2 i^(/j — /*)*—- n* ^ ' 

— m'fe cos[nt -h e — gj) -- m'f*e' cos(n/ -h c — cj' ) 

^m'Gn^esin(n^ -f- e — m) 4- j/n' Dn/e' sin(n/ -f- e -— nj' ) 

g(i) 

( -^ n*-[n-i[n-n!)-\* «'«>s[«(«'/-n/ + e'-e)-hn«+i-B,'] 
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àv ^ — 2) -. rT?«A('N--77 — ^^ — rrrTT MX r-î Isini n'r -n/4-c — c 

9. (i(/j — /j)2 /(n — n )[i«(ii — w )2 — /j^J ) ^ 

m'Cnte cos ( n/ -î- e — gj) -h m'Dnte' cos ( n/ -h e — bj' ) 

n TT ^ sinfifn'/ — n/-+-e'— e)-+-/i/-+-c — cjl 

,-,, n — in — n) *-^ ' -■ 

nm Z l ^ ' 

Q(i) 

n rr e' s\n[i(n'i — nt-^t'—e)-^nt-he -wl 

n — i(n — n) ^ ^ ■' 

le signe intégral 2 s'étendant dans ces expressions à toutes les va- 
leurs entières, positives et négatives, de i, la seule valeur i = o étant 
exceptée. 
On doit observer ici que, dans le cas même où la série représentée 

par 2A^'^cosi(/i7 4- /rt -h e'— e) est peu convergente, ces expressions 

de — et de S^ le deviennent par les diviseurs qu'elles acquièrent. Cette 

remarque est d'autant plus importante que, sans elle, il eût été impos- 
sible d'exprimer analytiquement les perturbations réciproques des pla- 
nètes dont les rapports des distances au Soleil diffèrent peu de Tunité. 
Ces expressions peuvent être mises sous la forme suivante, qui nous 
sera utile dans la suite ; soit 

Amesinm, h' = e' sinxa' , 
l :=eCOSîBf l =e'cosBj'; 

on aura 

, aA(') an ... 

a? 1 aA('^ 

5r ni , ()A(<» m' n^ ^ da n — n' .. ,. . , , 

— .-—.a^-— 1 2 _- — — cosi n/ — n/^-c — c) 

a o ôa 2 i^{n — n )* — n-* ^ ' 

- m' [hf-v- hj' ] sin(n/ + e) - m' {//-4- /'/') cos(n/ -+- e) 

-+- — {/C-h/'D)n^sin(n/-+-e)-— (ACH-A'D)n/cos(n^-r-€) 

—. — f =1 mt; sm [i n'/ — n/-f-6 — e) -+-n/-4-eJ 

^- ~5 — F w MT^ cos [i (n'/ — n/ -h i— t) -h n/-i- e] 

n^ — [n— i(n - n )J* *- ^ ' -^ 
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m'(AC-hA'D)n^sin(/i/-hÊ)-}-m'(/C-f-/'D)/i/cos{/i/H-e) 

-_ cosfi n7 — n^ 4- e'— e -4- n/ -+- ej 

/j — i(/i — /j ) *• ^ 

En réunissant ces expressions de ^r et de tv aux valeurs de r et de (^ 
relatives au mouvement elliptique, on aura les valeurs entières du 
rayon vecteur de m et de son mouvement en longitude. 

51. Considérons présentement le mouvement de m en latitude. 
Pour cela, reprenons la formule (Z') du n®47. Si Ton néglige le pro- 
duit des inclinaisons par les excentricités des orbites, elle devient 

rfMw' ,. , I dR 

■ 

Texpression de R du n^ 48 donne, en prenant pour plan fixe celui de 
Torbite primitive de /w, 

-r- = —n 2R(')cosi n7 — n^4-e'— e), 

oz a • 2 ^ ' 

la valeur de i s'étendant à tous les nombres entiers positifs et négatifs, 
en' 7 comprenant même i = o. Soient y 1^ tangente de Tinclinaison de' 
Torbite de m' sur l'orbite primitive de m, et II la longitude du nœud 
ascendant de la première de ces orbites sur la seconde; on aura, à très- 
peu près, 

z'=a'ys\n[n't-\-t'—\i)y 

ce qui donne 

= -7^ y sm(/j7 -h e'— H) a'BCOysin [nt-\-t — II) 



dz a'2 ' ^ - - -y ^ 

- — a' 2B('-«)y sin [i {n7 - n/ -+- e'- e) h- /i/ -+- e - H], 

Œuvres de L, — \. 89 
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la valeur de i s'étendant ici, comme dans ce qui va suivre» à tous les 
nombres entiers positifs et négatifs, la seule valeur i = o étant excep- 
tée. L'équation différentielle en Su' deviendra donc, en multipliant la 

valeur de -r- par n^a*, qui est égal à l'unité. 



o =z 



^^ 4. n^da'- m'/*»4r y sln(n7 4- £'- 0) -^ ^^ aa'B^y siûfn/ -4-e - H) 
4-^^aa'2B('-*)ysm[i(ii7-n/-he'-c)-Mi/-4-e-n]; 

d'où l'on tire, en intégrant et en observant que, par le n® 47, h = — a^u\ 

is=--^^^ f!.ysin(n'/-+-€'-n) - ^'^'^ B(0/I/.ycos(/^/-^ e - H) 

2 n* — [« — i(/j — n )J2 ' «- V / j 

Pour avoir la latitude de m au-dessus d'un plan fixe peu incliné à 
celui de son orbite primitive, en nommant 9 l'inclinaison de cette or- 
bite sur le plan fixe, et la longitude de son nœud ascendant sur le 
même plan, il suffira d'ajouter à S^ la quantité tang(psin((' ~ 8) ou 
tang9sin(/iz -h 8 — 9), en négligeant l'excentricité de l'orbite. Nom- 
mons 9' et 0' ce que deviennent 9 et 6 relativement à m\ Si m était 
en mouvement sur l'orbite primitive de m\ la tangente de sa latitude 
serait tang9'sin(/iz-h6— - 0'); elle serait tang9 sin(/i/-h 6 — 6), si m 
continuait de se mouvoir sur son orbite primitive. La différence de ces 
deux tangentes est à très-peu près la tangente de la latitude de m au* 
dessus du plan de son orbite primitive, en le supposant mû sur le plan 
de l'orbite primitive de m!; on a donc 

lang9'sin(n/-+-e — 9') — tang9.sin(n/-4- e— 9) =:ys\n{nt -\-e — H). 

Soit 

tang9 s\n9=p, langf' sin9'=p\ 

tang9 cos9 = q, lang9' cos0'= q' ; 

on aura 

y sin !!=/>'—/>, ycosH — g'— ^, 

et par conséquent, si l'on désigne par $ la latitude de m au-dessus du 
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plan fixe, on aura, à trës-peu près, 



m'a^a! 



s — q sïxi[nt 4- e) —pcos[nt -h e) j — ip'—p] B^*^«' sin(n/ -+- e) 



m'a^a' , . . . , . . m' n^ a^ 



j-'[q'-q)^^'^ntcos[nt-^t)---^^^^-j^^-^^i^^^ 



m'n^a^a 



I -/ _ \ "D(|— I ) 

"' 2 j (n'_n) BC/-0 ^., , , , ^(* 

\ /i* — [n — i(/i — 71 )P '^ ^ ' -* ) 

52. Rassemblons présentement les formules que nous venons de 
trouver. Nommons (r) et (f') les parties du rayon vecteur et de la lon- 
gitude if sur Torbite, qui dépendent du mouvement elliptique; on aura 

r.-rr [r] -h dr, v r^^ [v] -h di', 

La valeur précédente de s sera la latitude de m au-dessus du plan fixe; 
mais il sera plus exact d'employer, au lieu de ses deux premiers termes, 
qui sont indépendants de m\ la valeur de la latitude qui aurait lieu 
dans le cas où m ne quitterait point le plan de son orbite primitive. 
Ces expressions renferment toute la théorie des planètes, lorsque l'on 
néglige les carrés et les produits des excentricités et des inclinaisons 
des orbites, ce qui est le plus souvent permis. Elles ont d'ailleurs 
l'avantage d'être sous une forme très-simple, qui laisse facilement 
apercevoir la loi de leurs différents termes. 

Quelquefois on aura besoin de recourir aux termes dépendants des 
carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons, et même 
des puissances et des produits supérieurs. On pourra déterminer ces 
termes par l'analyse précédente; la considération qui les rend. néces- 
saires facilitera toujours leur détermination. Les approximations dans 
lesquelles on y aurait égard introduiraient de nouveaux termes, qui 
dépendraient de nouveaux arguments. Elles reproduiraient encore les 
arguments que donnent les approximations précédentes, mais avec des 
coefficients de plus en plus petits, suivant cette loi, qu'il est aisé de con- 

39. 
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dure du développement de R en série, donné dans le n^ 48 : Un argur 
ment qui, dans les approximations successives, se trouve pour la première 
fois parmi les quantités d'un ordre quelconque r, n'est rq)roduit que par 
les quantités des ordres r-\- 2, r -i- 4» • • • • 

Il suit de là que les coefficients des termes de la forme / {nt + e), 

qui entrent dans les expressions de r, v et 5, sont approchés jusqu'aux 
quantités du troisième ordre, c'est-à-dire que l'approximation dans 
laquelle on aurait égard aux carrés et aux produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites n'ajouterait rien à leurs valeurs; elles 
ont donc toute la précision que l'on peut désirer, ce qu'il est d'autant 
plus essentiel d'observer, que de ces coefficients dépendent les varia- 
tions séculaires des orbites. 
Les divers termes des perturbations de r, v^ s sont compris dans la 

forme 

sin 

k ïilnt — nt-he'—e) -h rnt -\- rtl, 
cos*- 

r étant un nombre entier positif ou zéro, et k étant une fonction des 
excentricités et des inclinaisons des orbites de l'ordre r ou d'un ordre 
supérieur. On peut juger par là de quel ordre est un terme dépendant 
d un angle donné. 

Il est clair que l'action des corps m", m**, ... ne fait qu'ajouter aux 
valeurs précédentes de r, f' et ^ des termes analogues à ceux qui ré- 
sultent de l'action de m\ et qu'en négligeant le carré de la force per- 
turbatrice, les sommes de tous ces termes donneront les valeurs en- 
tières de r, V et s. Cela suit de la nature des formules (X'), (Y) et (Z'), 
qui sont linéaires relativement aux quantités dépendantes de la force 
perturbatrice. 

Enfin, on aura les perturbations de m\ produites par l'action de m, 
en changeant, dans les formules précédentes, a, n, A, /, e, u, p^ q et 
m' en a\ n\ h\ /', e', u', /?', q' et m, et réciproquement. 
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CHAPITRE VIL 



DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS CÉLESTES. 



53. Les forces perturbatrices du mouvement elliptique introduisent, 
• » • 

dans les expressions de r, ^ ^^ ^ ^^ Chapitre précédent, le temps / 

hors des signes sinus et cosinus, ou sous la forme d'arcs de cercle qui, 
en croissant indéfiniment, doivent à la longue rendre ces expressions 
fautives; il est donc essentiel de faire disparaître ces arcs, et d'avoir 
les fonctions qui les produisent par leur développement en série. Nous 
avons donné pour cet objet, dans le Chapitre Y, une méthode géné- 
rale, de laquelle il résulte que ces arcs naissent des variations des élé- 
ments du mouvement elliptique, qui sont alors fonctions du temps. 
Ces variations s'exécutant avec une grande lenteur, elles ont été dési- 
gnées sous le nom d'inégalités séculaires. Leur théorie est un des points 
les plus intéressants du Système du monde; nous allons la présenter ici 
avec rétendue qu'exige son importance. 
On a, par le Chapitre précédent, 

r = al I — Asin(n/H- e) ^ /cos(n/ -4- e) — . . . 

-h— (/C4-/'D)n/sin(n/-he)- — (AC-+- A'D)/i/cos(/i/-+-e) -h m'sl, 

^ — /*-+- 2nAsîn(n/H- e) -+- 2nlcos(nt-h e) -h. . . 

— m'(lC H- /D) n^ts\n(nt h- e) -+- m'(AC -H A'D) n^tcos{nt -f- e) -+- m'T, 

* = q s\n(nt -h z) — p cos{nt 4- e) -+-. . . 

fti' ' 



\ 
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Sf T, X étant des fonctions périodiques du temps /. Considérons d'abord 
l'expression de ^9 et comparons-la à l'expression de^ du n°43. L'ar- 
bitraire n multipliant l'arc t sous les signes périodiques dans l'expres- 
sion de ^9 on doit alors foire usage des équations suivantes, trouvées 
dans le n"" 43, 

o = Y'-hôY''-hX"-2Z, 



Voyons ce que deviennent ici X, X', X", Y, . . . : en comparant l'expres- 
dt 



sion de -T- à celle dey du numéro cité, on trouve 



X — /i i- 2nAsin(«/-f- e) -+- 2n/cos(«/-f-e) H-m'T, 

Y = m'«2( AC -H AD) cos(«/ -h e) — m'n^[lC -+- /D) sln (n/ -h e = . 

Si l'on néglige le produit des différences partielles des constantes par 
les masses perturbatrices, ce qui est permis, puisque ces différences 
sont de Tordre de ces masses, on aura, par le n® 43, 

An 

\' — -^ [i-+- 2Asin(n/-+- e) -h 2/cos(n/ -h e)] 
4-21»-^ [Acos{n/H- e) — /sin(/i/-i- e)] 

-4-2/1-^ sm\nt H- e) -h ^i^ cos(/i/ -h e), 

X^'^r '^•^Zm C^ cos(/iY-f e) — /sin(n/-4-e)]. 
L'équation o = X'-i- 6X"— Y deviendra ainsi 

dn 

0= -^ [i -f-2Asin(n/-+-6) -+- 2/cos{/i/-f- e)] 

dh . , ^ . dl , . 

4- 2/1-^ sin(/i^-+-e) -+-2n-i^ cos(/i/-+-e) 

'^'^^vdS "^ 5â)[*^^^('*''^^) --'sin(n/-i-e)] 

- m'n^[hC 4- A'D) cos(n/ -^ e) -f- m'n'^[lC -4- f D) sin(n/ -4- e). 
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£n égalant séparément à zéro les coefficients des sinus et des cosinus 
semblables, on aura 

dn • 

dh .dt m'n . ,^ -,^. 

dl .de 'w'n,.^ »/tv\ 

Si Ton intègre ces équations, et si dans leurs intégrales on change 6 
eu /, on aura, par le n^ 43, les valeurs des arbitraires en fonctions 

de t, et Ton pourra effacer les arcs de cercle des expressions de -X et 

de r; mais, au lieu de ce changement, on peut tout de suite changer h 
en t dans ces équations différentielles. La première de ces équations 
nous montre que n est constant, et, comme l'arbitraire a, de l'expres- 
sion de r, en dépend, en vertu de l'équation n^ = —j a est pareille- 
ment constant. Les deux autres équations ne suffisent pas pour dé- 
terminer A, /, £. On aura une nouvelle équation, en observant que 

l'expression de ^ donne, en l'intégrant, fndt pour la valeur de la lon- 
gitude moyenne de m; or nous avons supposé cette longitude égale 
à n^ + e; on a donc nt -h t =fndt, ce qui donne 

dn de 

et, comme on a t- — o, on aura pareillement ^ — o« Ainsi les deux 

arbitraires n et e sont constantes; les arbitraires A et / seront par con- 
séquent déterminées au moyen des équations différentielles 

(,) ^ = _^(/C + /'D;. 

(.) | = ^(AC-hA'D). 
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La considération de l'expression de -j- nous ayant suffi pour déter- 
miner les valeurs de /i, a, h, l et £, on voit a priori que les équations 
différentielles entre les mêmes quantités, qui résultent de l'expression 
de r, doivent coïncider avec les précédentes. C'est ce dont il est facile 
de s'assurer a posteriori^ en appliquant à cette expression la méthode 
du n^ 43. 

Considérons maintenant l'expression de s. En la comparant à celle 
de y du numéro cité, on aura 

X = 5sin(n/-+- e) — />cos(n/-h e) -+-m'x> 



Y=: 



-r--à^a'W^)[p—p']sm[nt'\-t)-^ -^ a^àW^^[q — q')cos[nt-^ t). 



n et £ étant constants, par ce qui précède, on aura, par le n^ 43, 

X' = ^ s\n[nt ^- — ^ cos(/i/ 4- e), 
X"== o. 

L'équation ^ = X'-+- 6X"— Y devient ainsi 

0= -i|- sin(/i/-+-e) — -^ cos(/i/-he) 

- '^a^a'W')[p-p')s\n[nt-\'t)- ^ a«a'B(«)(î-^')cos(n/-f- e); 

d'où l'on tire, en comparant les coefficients des sinus et des cosinus 
semblables, et en changeant 6 en /, pour avoir directement /^ et q en 
fonctions de /, 

(3) ^ = -^a'«'B(0(,-<,'). 

(4) ^ = ^a««'BO.(^ _;,'). 

Lorsque l'on aura déterminé p et g par ces équations, on les substi- 
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tuera dans l'expression précédente de s, eu effaçant les termes qui 
contiennent des arcs de cercle, et Ton aura 

s = qs\n[nt -{- e] ~pcos{nt -h s) -+- m'x- 

■ 

54. L'équation t- = o, que nous venons de trouver, est d'une 

grande importance dans la théorie du Système du monde« ea ce qu'elle 
nous montre que les moyens mouvements des corps célestes et les 
grands axes de leurs orbites sont inaltérables; mais cette équation 
n'est approchée que jusqu'aux quantités de Tordre m'h inclusivement. 
Si les quantités de l'ordre m'h^ et des ordres suivants produisaient 

dans ^ un terme de la forme 2kt, k étant une fonction des éléments 

des orbites de m et de m\ il en résulterait dans l'expression de v le 
terme kt^, qui, en altérant la longitude de m proportionnellement au 
carré du temps, deviendrait k la longue extrêmement sensible. On 

n'aurait plus alors ^- = o; mais, au lieu de cette équation, on aurait, 

fin 

par le numéro précédent, ^ ~ 2^"; il est donc très-important de sa- 
voir s'il. existe dans l'expression de v des termes de la forme kt^. Nous 
allons démontrer que, si l'on n'a égard qu'à la première puissance des 
masses perturbatrices , quelque loin que l'on porte d'ailleurs les ap- 
proximations relativement aux puissances des excentricités et des in- 
clinaisons des orbites, l'expression de v ne renfermera point de termes 
semblables. 

Reprenons pour cela la formule (X) du n** 46, 



acosv 



/ nrf/.rsinf/a/dR-f-r-T— j— asini^ / ndt.rcosvl 2/dR-i-r-r-J 



IX. ^i 



— /»a 



Considérons la partie de Sr qui renferme des termes multipliés par /^, 
ou, pour plus de généralité, considérons les termes qui, étant multi- 
pliés par le sinus ou par le cosinus d'un angle a/ + S, dans lequel oc 

Œuvres de L*— I. :\o 
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est très-petit, ont en même temps a^ pour diviseur. Il est clair qu'en 
supposant a = o, il en résultera un terme multiplié par t^, en sorte 
que ce second cas renferme le premier. Les termes qui ont a* pour 
diviseur ne peuvent évidemment résulter que d'une double intégra-, 
tion ; ils ne peuvent donc être produits que par la partie de Sr qui ren- 
ferme le double signe intégral /. Examinons d'abord le terme 

2 a cos i'/n c// [ r si n i' /dR ) 

Si l'on fixe Torigine de Tangle (^ au périhélie, on a dans l'orbite ellip- 
tique, par le n° 20, 

I -h ecosi' 

et par conséquent 



COSi'--- 



er 



d'où l'on tire, en ditlerentiant. 



r^dvsinv-- dr; 

e 



maison a, par le n^ 19, 



r^dv = dt )J[i-a[i — e^) — a^ndtiji — e^\ 

on aura donc 

anrf/.rsinc rdr 



I — «î* « 



• • 



Le terme ^^— - ^ — ^ — deviendra ainsi 

^firdrfdK), ou ^ (r^dR - A»dH). 

Il est visible que, cette dernière fonction ne renfermant plus de doubles 
intégrales, il ne peut en résulter aucun terme qui ait a* pour diviseur. 
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Considérons présentement le terme 

2 a sin vfn di(r cos i'/dR ) 

de l'expression de 55r. En substituant pour cost' sa valeur précédente 
en r, ce terme devient 

^.a sïnv fndtlr— a{i — e^)]fdK 

On a, par le n^ 22. 

x' étant une suite infinie de cosinus de Tangle nt-\-i et de ses mul- 
tiples; on aura donc 

i//irf/[r-a(i-e^)]/dRr^a/iirf/(|^ + X')/dR. 

Nommons y" l'intégrale f/'ndt; on aura 

Ces deux derniers termes ne renfermant point le double signe intégral, 
il ne peut en résulter aucun terme qui ait a^ pour diviseur; en n'ayant 
donc égard qu'aux termes de ce genre, on aura 

2asini'/nrf/(rcosi'/dR) _ 3a^esinvfndtfdK __ ^^ ^ r js r^n 
juiV^i — e^ |Ex v I — e'^ ~ ndt IX J^ -^ 

et le rayon r deviendra 

(r) et i—^) étant les expressions de r et de —4- relatives au mouve- 
ment elliptique. Ainsi, pour avoir égard, dans l'expression du rayon 
vecteur, à la partie des perturbations qui est divisée par a^, il suffit 

4^. 
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d*augmenter de la quantité — fndtfdK la longitude moyenne nt 

de cette expression relative au Hiouvement elliptique. 

Voyons comment on doit avoir égard à cette partie des perturba- 
tions, dans Texpression de la longitude v. La formule (Y) du n® 46 

donne, en y substituant -r- fndtfdB. au lieu de Sr, et en n'ayant 

égard qu'aux termes divisés par a^, 



ird^r-^dr^ 



I 



\/i — e^ fA 

or on a, par ce qui précède, 

aendi s\nv 



d'où il est facile de conclure, en substituant pour co^v sa valeur précé- 
dente en r, 

ird-r-^dr- 
a^n^dt^ ^' dv 



— fi>'i 



ndt' 



en n'ayant donc égard qu'à la partie des perturbations qui a pour divi- 
seur x^, la longitude v deviendra 

-i * („4) 7 >'"^-'- 

[v) et (—37) étant les parties de v et de -^r relatives au mouvement 

elliptique. Ainsi, pour avoir égard à cette partie des perturbations 

dans l'expression de la longitude de m, on doit suivre la même règle 
que nous venons de donner pour y avoir égard dans l'expression du 
rayon vecteur; c'est-à-dire qu'il faut augmenter, dans l'expression 
elliptique de la longitude vraie, la longitude moyenne nt-^i de la 

quantité — fndtfdK. 
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La partie constante de l'expression de f—^)' développée en série de 

cosinus de Tangle nt-\-t et de ses multiples, se réduisant à Tunité, 
comme on l'a vu dans le n^ 22, il en résulte, dans l'expression de 

la longitude, le terme — fndtfdR. Si dR renfermait un terme con- 

stant kirindty ce terme produirait, dans l'expression de la longitude v, 

le suivant kn}t^. L'existence de semblables termes dans cette 

expression se réduit donc à voir si dR renferme un terme constant. 

Lorsque les orbites sont peu excentriques et peu inclinées les unes 
aux autres, on a vu (n° 48) que R peut toujours se réduire dans une 
suite infinie de sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnelle- 
ment au temps /. On peut les représenter généralement par le terme 
^m'cos(i'n7-t- m/ H- A), i et i' étant des nombres entiers positifs ou 
négatifs, ou zéro. La différentielle de ce terme, prise uniquement par 
rapport au moyen mouvement de m, est — ikm'ndt 8in(i V/ -h int -h A) ; 
c'est la partie de dR relative à ce terme; elle ne peut pas être constante, 
à moins que l'on n'ait o = l'/i'-i- m, ce qui suppose les moyens mou- 
vements des corps m et m! commensurables entre eux ; et, comme cela 
n'a point lieu dans le système solaire, on doit en conclure que la valeur 
de dR ne renferme point de termes constants, et qu'ainsi, en ne consi- 
dérant que la première puissance des masses perturbatrices, les moyens 
mouvements des corps célestes sont uniformes, ou, ce qui revient au 

même, ^ =o. La valeur de a étant liée à celle de n au moyen de 

l'équation n^ = -^î il en résulte que, si Ton néglige les quantités pé- 
riodiques, les grands axes des orbites sont constants. 

Si les moyens mouvements des corps m et m\ sans être exactement 
commensurables, approchent cependant beaucoup de l'être, il existera, 
dans la théorie de leurs mouvements, des inégalités d'une longue pé- 
riode, et qui pourront devenir fort sensibles, à raison de la petitesse 
du diviseur a*. Nous verrons dans la suite que ce cas est celui de Ju- 
piter et de Saturne. L'analyse précédente donnera d'une manière fort 
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simple la partie des perturbations qui dépend de ce diviseur. Il en ré- 
sulte qu'il suffit alors de faire varier la longitude moyenne nt-+-t ou 

fndt, de la quantité — fndtfdR; ce qui revient à faire croître n, 

r 

dans l'intégrale fndi, de la quantité /dR; or, en considérant Tor- * 

bite de m comme une ellipse variable, on a /i^ = -~; la variation précé- 
dente de n introduit donc dans le demi-grand axe a de Torbite la va- 
2aî»./(iR 



• ^ • 



nation - 

/^ 

Si Ton porte dans la valeur de -^ la précision jusqu'aux quantités 

de l'ordre des carrés des masses perturbatrices, on trouvera des termes 
proportionnels au temps; mais, en considérant avec attention les équa- 
tions différentielles du mouvement des corps /w, m',..., on s'assu- 
rera facilement que ces termes sont en même temps de l'ordre des 
carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites. 
Cependant, comme tout ce qui affecte le moyen mouvement peut à la 
longue devenir fort sensible, nous aurons dans la suite égard à ces 
termes, et nous verrons qu'ils produisent les équations séculaires ob- 
servées dans le mouvement de la Lune. 

55. Reprenons maintenant les équations (i) et (2) du n® 53, et sup- 
posons 



(0,1)^ --^ L^M^-— r- 



elles deviendront 



^^ (o, i)/ — j^TT]/', 



^ —'- (o, i)/i-4- |o, i\ h'. 



Les expressions de (o, i) et de [oj i"] peuvent être déterminées fort 



simplement de cette manière. £n substituant, au lieu de C et de D, 
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leurs valeurs déterminées dans le n" 50, on aura 



, ,' m'nf ,dAW , ,d»AWv 
(0,0=:-— (««-^ -*-!«» -^) 



O, I 



m'n ( 

= [a 






da 



ôa^ 



)• 



On a, par le n® 49, 



5«' 



<)aA«» 



:=z — a 



2 î_ 

da. 



dH['^ 



i 
l^s ?_ . 



on obtiendra facilement, par le même numéro, -^ et , \ en fonc- 
tions de ^1 et de b* , et ces quantités sont données en fonctions 

linéaires de b f et de 6 i ; on trouvera, cela posé, 

, dAW , ,aî»A(«^ "** -1 



partant 



Soit 



(o,.) = - 






[a^ — 2aa' cos9 -h a'^y^ ^ [a, a') -h (a, a')'cos9-t- [a, a'^cos^B 

on aura, par le n® 49, 



on aura donc 



(a, a')=:^^a'b^^l (a, a')' =«'6^*/, . ..; 

"î "2 



(o, i) = - 



4(a'2 — a2)a 



On a ensuite, par le n° 49, 



aA(0_aa 



dACO 
da 



— ^a' 



d^A( 
da2 






(O 



(/6^/^ 



(/a 






ya 
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(*) 



en substituant, au lieu de b\ et de ses différences, leurs valeurs en 

3 

b^t et fe_i, on trouvera la fonction précédente égale à 



partant 



ou 






3am 



o. I I 



'"[•--«' *iy^5«*!i] 



2 I 



— /yï .2 



F£i} 



3m'an\' a^ -- a^) (a, a •' -^ aa a, a' ] 



2 rt'2 — a» 2 



on aura donc ainsi des expressions fort simples de (o, i) et de |o, 1 1 , 



(•) 



et il est facile de se convaincre, par les valeurs en séries de b_± et de 



(O 



6.1 • données dans le n^ 49, que ces expressions sont positives si n est 

positif, et négatives si n est négatif. 

Nommons (o, 2] et jo, 2\ ce que deviennent (o, i) et | o, 1 1 , lors- 
que l'on y change a et m' dans a" et m". Nommons pareillement (o, 3) 



et |o, 3[ ce que deviennent ces mêmes quantités, lorsque Ton y change 

a' et m' en a'" et m'^, et ainsi de suite. Désignons, de plus, par A", /"; 
h'", r, . . . les valeurs de A et de / relatives aux corps m", nT, ... ; on 
aura, en vertu des actions réunies des différents corps m\ m", m*', . . . 

sur 771, 



dh 
dt 



J^= [(o, 1-4- (0,2,-1-, o, 3) -f-...]/-[^/' -f^r 



EL 
dt 



[fo, r -t-(o, 2)-h(o, 3)-f-...]AH-rô7T]A'-4- |o, ?| A^ 



Ilestclairque-^, 3,-,^, 



dh' dt c//i" ^" 



5 • • 



seront déterminés par des expres- 



sions semblables à celles de.^ et de -j-> et qu'il est facile de conclure 
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de celles-ci, en y changeant successivement ce qui est relatif à m dans 
ce qui a rapport à m', m", . . . , et réciproquement. Soient donc 



(i,o), I, o 



(ï»2), 



1,2 ; 



ce que deviennent 



(o»0» 



o, I 



(o, 2), 



o, 2 



. • • I 



lorsque Ton y change ce qui est relatif à m dans ce qui est relatif à ni, 
et réciproquement; soient encore 



(2,0), 2, o 



(2»î), 



2, ! 



ce que deviennent 



(o, 2), 



o, 9. 



(o» î): 



O, I 



lorsque Ton y change ce qui est relatif à m dans ce qui est relatif 
à 772'', et réciproquement; et ainsi de suite. Les équations différentielles 
précédentes, rapportées successivement aux' corps 771, 772', 77*", . . . , don- 
neront, pour déterminer A, /, A', /', A", /", . . . , le système suivant 
d'équations 



-JT -■= [(o, i)-:-(o,2)-i-(o, 3)4-...]/ 



; dh 

\ ^^ 

dl 
d't 



o, I 



/'-r^72^r- 0,3 r-..., 



- [;o, i) -t- (o, 2) H- [o, 3) -4- . . .] A 



o. I 



h' 



o, 2 



A'' -h 0,3 A^H-..., 



dh^ 
1 ^^ 

dt 

dh;;^ 
dt 

dl" 



[(1,0) -4- (1,2) 4- (1,3)-+-...]/' - \i7o\ l - 



1,2 



r- Ï.3 /^-..., 



[(i;o)-f-(f,2)-4-(i,3)+...]A' 



1,0 



I, 2 



A''4- 1,3 A^-h.... 



— [(2, o) 4- (2, i) 4- (2, 3) 4- . . .] r — f27ô| / — 12, ï| /' — [27?] /^ — . . . 



i ;^,- -^-- — [(2,0) 4- (2, 1)4- (2,3) 4-...] A" 4- 



2, o 



2, I 



A^ 4- |<i, 3 j A*'4- . .^., 
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Les quantités (o, i) et (i, o), 



o, I 



et 



i,o 



ont entre elles de^ rap- 



ports remarquables qui peuvent en faciliter le calcul , et qui nous se- 
ront utiles dans la suite. On a, par ce qui précède, 



o, i)== — 



3m'na^a'{a^a'y 



Si, dans cette expression de (o, i), on change nï en /w, n en n', a en a', 
et réciproquement, on aura l'expression de (i»o), qui sera par con- 
séquent 

_ 3m n'a'?a{a\ a' 

mais on a {a, a')'— [a\a)\ puisque Tune et l'autre de cfes quantités 

résulte du développement de la fonction {à^— 2aa'cos9 -+- a'*)^ dans 
une série ordonnée suivant les cosinus de l'angle et de ses multiples; 
on aura donc 

o, i)mn'a'=^ (i, o)m'na; 

or on a, en négligeant les masses m, m\... vis-à-vis de M, 



partant 



, M „ M 



(o, I j m ^ :== ( I , o ) m' \a' , 



équation d'où Ton tirera facilement (i,o), lorsque (o, i) sera déter- 
miné. On trouvera de la même manière. 



o, I 



m\!a 



i,() 



ni ^a . 



Ces deux équations subsisteraient encore dans le cas où n et n' auraient 
des signes contraires, c'est-à-dire si les deux corps m et m' circulaient 
en différents sens; mais alors il faudrait donner le signe de n au radi- 
cal y/a, et le signe de /i' au radical \'a\ 
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Des deux équations précédentes résultent évidemment celles-ci 



^ (o, 2) m ^ 1= (2, o) m" y^a" j 
(i, 2) m' ^a! =: (2, i) m" yja" y 



0, 2 


/n\/â = 


= 2, o| 


^ 






h, 2 


m! v/a' := 


= 2,1 






m 



m^^, 



56. Maintenant, pour intégrer les équations (A) du numéro précé- 
dent, nous ferons 

A=N sin(g-/-+-6], / = N cos(g^/-f-6), 
A'=N'sin(g-/-4-6), /'=:N'cos(g-/-h 6), 



en substituant ces valeurs dans les équations (A), on aura 



f Ng- rr:[(o, i) + (o, 2) -+-...] N - rçTT N'- rôTâlN''- . . . , 



(B) 



N'g- = [(1, o) -h(i, 2) -h. . .]N'— 1,0 N — 1,2 N''— . . ., 



N''gT=[(2,o)-4-(2, i)-4-...]N"- 2,0 N- 2,1 N'--.. ., 



\ 



Si Ton suppose le nombre des corps m, m', m", . . . égal à «, ces équa- 
tions seront en nombre «, et, en éliminant les constantes N, N', . . . , on 
aura une équation finale en g^ du degré i, que l'on obtiendra facile- 
ment de cette manière. 
Nommons 9 la fonction 

N2mv^fl[g-— (o, i) — (0,2) — ...] 
4- N'«mVâ^[g"— (^o)-(i,îi)-...] 



2Nm va 



o, I 



N' 



o, 2 



N''4-...j 



-H 2N' m Vû1 [IIII N"-t- [773] N--+- . . . j 



2N^^m^i/fl^j |?.. 3| N'^-:-...i 



4« 
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Les équations (B) se réduisent, en vertu des relations données dans le 
numéro précédent, à celles-ci 

en considérant donc N, N', N",...^comme autant de variables, ç sera un 
maximum. De plus, <p étant une fonction' homogène de ces variables, 
de la seconde dimension, on a 

on a donc <p = o, en vertu des équations précédentes. 

Présentement, on peut déterminer ainsi le maximum de la fonc- 
tion (p. On différentiera d'abord cette fonction relativement à N, et Ton 

substituera dans ç^ au lieu de N, sa valeur tirée de Téquation ^ =^ o, 

valeur qui sera une fonction linéaire des quantités N', N'\ ... ; on aura 
de cette manière une fonction rationnelle, entière et homogène, de la 
seconde dimension en N', N'\ ... : soit ?^*^ cette fonction. On différen- 
liera 9^'^ relativement à N', et l'on substituera dans (p^*^ au lieu de N', 

sa valeur tirée de l'équation —— - = 0; on aura une fonction homogène 

et de la seconde dimension en N", N'", ... : soit ç^*^ cette fonction. En 
continuant ainsi, on parviendra à une fonction <p^'"*^ de la seconde 
dimension en N^'""*^ et qui sera par conséquent de la forme (N^'~*')'it, 
k étant une fonction de g et de constantes. Si Ton égale à zéro la diffé- 
^rentielle de ç^'"*^ prise par rapport à N^'"*\ on aura k = o, ce qui don- 
nera une équation en g du degré «, et dont les diverses racines donne- 
ront autant de systèmes différents pour les indéterminées N, N', N",...; 
l'indéterminée N^'-*^ sera l'arbitraire de chaque système, et l'on aura 
sur-le-champ le rapport des.autres indéterminées N, N',... du même 
système à celle-ci, au moyen des équations précédentes, prises dans- 
un ordre inverse , -savoir 
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Soient g^ g^t g^at - • - les i racines de Téquation en g\ soit N, N', N", ... 
le système des indéterminées relatif k la racine g; soit N,, N'^, N'^, . . . 
le système des indéterminées relatif à la racine g^^ et ainsi de suite : - 
on aura, par la théorie connue des équations différentielles linéaires, 

A =:N siafg-Z^-ê) -r-NiSin(g'i/-f-6,) -t-N2sin(g'2/ -f- 6a) -h. . ., 
A' — N'sin;gt-:-6) -^-N',sin(g•,/-^6,) +n; sin(g-a / -f- 6a) -+-•• • •♦ 
h''=r. ^"sïnCgt 4- 6) -f- N", sin(g-|f 4- 6,) -4- N'^ sin(g-a / -f- 6a) H- . . . , 



ë, 6i, §2, ... étant des constantes arbitraires. En changeant, dans ces 
valeurs de A, A', A",..., les sinus en cosinus, on aura les valeurs de. 
/, /', r Ces différentes valeurs renferment deux fois autant d'ar- 
bitraires qu'il y a de racines g^ gx, ^a» • • • ; car chaque système d'indé- 
terminées renferme une arbitraire, et, de plus, il y a i arbitraires ê, 
6«, 62, . . . ; ces valeurs sont par conséquent les intégrales complètes dés 
équations (A) du numéro précédent. 

Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer les constantes N, 
N, , . . . ; N', N*, , . . . ; 6, 6, , Les observations ne donnent point immé- 
diatement ces constantes; mais elles font connaître, à une époque d'on- 
née, les excentricités ^, e\... des orbites, et les longitudes CT^ ct', . . . 
de leurs périhélies, et par conséquent les valeurs de A, A', . .,,/,/',...; 
on en tirera ainsi les valeurs des constantes précédentes. Pour cela, 
nous observerons que, si l'on multiplie la première, la troisième, la 
cinquième,.., des équations différentielles (A) du numéro précédent 

respectivement par Nmy/a, N'/n' ^a',..., on aura, en vertu des équa- 
tions (B) et des relations trouvées dans Iç numéro précédent entre 

(o, i) et (i, o), (o, 2) et (2, g), . . . , 



I • • 



dt ^ dt ^ dt 

Si Ton substitue dans cette équation, au lieu de A, A',./., /, /',..., leurs 
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valeurs précédentes, on aura» en comparant les coefficients des mêmes 

cosinus, 

o = NNa m yfâ -- N'N'jm' vV-h N-' V,m%'a*-4- ' 



Cela posé, si l'on multiplie les valeurs précédentes de A, A', . . . respec- 

^^ • 

tiyement par Nm V^t, N'/nVûf', . . . ,*on aura, en vertu de ces dernières 
équations. 

On aura pareillement 

--^ (N«m v/â 4- N'«m' ^-h N''>mVâ^-+- • . • ) cosîg^ -h 6 ■. 

En fixant l'origine du temps / à l'époque pour laquelle les valeurs de A, 
/, h\ /\... sont supposées connues, les deux équations précédentes 
donnent 



tang6 



N /m v^;a.-h N7'm' ^a' -h ^"Tm" ^a" h- . . . 



Cette expression de tangS ne renferme point d'indéterminée; car, 
quoique Jes constantes N, N', N",... dépendent de l'indéterminée N^'"'\ 
cependant, comme leurs rapports à cette indéterminée sont connus 
par ce qui précède, elle disparait de l'expression de tangS. Ayant ainsi 
déterminé 6, on aura N^'"*i au moyen de l'une des deux équations qui 
donnent tangê, et l'on en conclura le système des indéterminées N, 
N', N'\... relatif à la racine g. En changeant, dans les expressions 
précédentes, cette racine successivement en g^,, ^2, g^,, . . . , on aura les 
valeurs des arbitraires relatives à chacune de ces racines. 

Si l'on substitue ces valeurs dans les expressions de h, /, h\ /',..., 
on en tirera les valeurs des excentricités e, e\... des orbites, et des 
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longitudes a, vi',... de leurs périhélies, au moyen des équations 

h , II' . 



• • 



on aura ainsi ^ 

e»^-:N»-+-Nî-hN»-f-... + 2NN,'cos[(g-,-g)/-t-g,-S] 

+ 2NNjC0s[(g'î — g-) / + §» — 6] + 2N|N»cos[(g-j— g-|) < h- 6s — Si] -h.. . 

Cette quantité est constamment plus petite que (N -+- N| -f- N2 -h . . .)*» 
lorsque les racines ^» ^1» • . . sont toutes réelles et inégales, en prenant 
positivement les quantités N, N4 , On aura pareillement 

• ' _ N sin (g-/ 4- 6) -f- N« sin (g-< / -f- 6«) -h N2 sin (g-^ / -h 62 ) -^ ■ > > 
^ "~ Ncos(g-/4- 6) -+-NiC0s(g-|/H- 6i) -h N2Cos(g-j /-h 82) -1-. • . ' 

d'où il est facile de conclure 

tnnWrr r^ g^ N| Sin[(g-|-g) /-l-S|- 6 J-^-Na sin[(g2-^) /-H62 - 6) -^... 
^^ ^ °^ N-+-N,cos[(g-,-g)/-4-6,-6]-HN2COs[(^2-ê-)/-f-6a-6J-+-...' 

Lorsque la somme N|-h N, H-... des coefficients des cosinus de ce déno- 
minateur, pris tous positivement, est moindre que N, tang(ci — gt — ^) 
ne peut jamais devenir infini ; l'angle xs — gt — ^ ne peut donc jamais 
alors atteindre le quart -de la circonférence, en sorte que le vrai moyen 
mouvement du périhélie est, dans ce cas, égal à gt. 

57. 11 suit de ce qui précède que les excentricités des orbites et les 
positioifs de leurs grands axes sont assujetties à des variations consi- 
dérables, qui changent à la longue la nature de ces orbites, et dont les 
périodes, dépendantes des racines g, g^, ^a»-**» embrassent, relative- 
ment aux planètes, un grand nombre de siècles. On peut ainsi considé- 
rer les excentricités comme des ellipticités variables, et les- mouvements 
des périhélies comme n'étant pas uniformes. Ces variations sont très- 
sensibles dans les satellites de Jupiter, et nous verrons dans la suite 
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qu'elles expliquent les inégalités singulières observées dans le mouve- 
vement du troisième satellite. Mais les variations des excentricités 
ont-elles des limites, et les orbites sont-elles constamment peu diffé- 
rentes du cercle? C'est ce qu'il importe d'examiner. Nous venons de 
voir que, si les racines de l'équation en g sont toutes réelles et iné- 
gales, l'excentricité a» de l'orbite de m est toujours moindre que la 
somme N -h N< -+- N, 4- . . . des coefficients des sinus de l'expression 
de A, pris positivement; et, comme ces coefficients sont supposés fort 
petits, la valeur de e sera toujours peu considérable. En n'ayant donc 
égard qu'aux variations séculaires, on voit que les orbite» des corps m, 
m\ m!\ ... ne feront que s'aplatir plus ou moins, en s'éloignant peu de 
la forme circulaire; mais les positions de leurs grands axes éprouve- 
ront des variations considérables. Ces axes seront constamment de la 
même grandir, et les moyens mouvements qui en dépendent seront 
toujours uniformes, comme on l'a vu dans le n** 54. Les résultats pré- 
cédents, fondés sur le peu d'excentricité des orbites, subsisteront sans 
cesse, et pourront s'étendre à tous les siècles passés et à venir; en 
sorte que l'on peut alors affirmer que, dans aucun temps, les orbites 
des planètes et des satellites n'ont été et ne seront considérablement 
excentriques, du moins si l'on n'a égard qu'à leur action mutuelle. 
Mais il n'en serait pas de même si quelques-unes des racines g^ g^^ 
g2f' étaient égales ou imaginaires; les sinus et les cosinus des ex- 
pressions de A, /, h\ /',..., correspondants à ces racines, se change- 
raient alors en arcs de. cercle ou en exponentielles, et, comme ces quan- 
tités croissent indéfiniment avec le temps, les orbites finiraient, à la 
longue, par être fort excentriques; la stabilité du système planétaire 
serait alors détruite, et les résultats que nous avons trouvés cesseraient 
d'avoir lieu. Il est donc très-intéressant de s'assurer que les racines g^ 
gifgif" sont tputes réelles et inégales. C'est ce que l'on peut démon- 
trer d'une manière fort simple pour le cas de la nature, dans lequel les 
corps m, m\.m'\ ... du système circulent tous dans le même sens. 

Réprenons les équations (A) du n"^ 55. Si l'on multiplie la première 
•par myja.h, la seconde par m\'a.l, la troisième par m'yja\k\ la" 
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quatrième par m sja' ./',..., et qu'ensuite on les ajoute ensemble, les 
coefficients de A/, hl\ h!'l'\ . . . seront nuls dans cette somme; le coeffi- 
cient de hl — hV sera o, ilmy^a— li, o\ni\Ja\ et il sera nul, en 



vertu de l'équation [o, ij/nya == 1 1 , o | m' \/a' , trouvée dans le n** 55. 



Les coefficients de k'l—hl'\ K'l'—hl'\... seront nuls par la même 
raison; la somme des équations (A) ainsi préparées se réduira donc à 
l'équation suivante 

hdh-¥ldl - h'dli-^ïdV , rr 

7- m y a H -T- m yrt -\- . , .z=zo, 

et par conséquent à celle-ci 

o =: ede,m ^' a -f- e'de' .ni y a' -h . . . . 

En intégrant cette équation et en observant que, par le n^ 54, les demi- 
grands axes a, a', . . . sont constants, on aura 

{ u. e^m si a -^ e 2 ni ^la' h- é?"^ m" yfçï'' -+-.. = consl. 

Maintenant, les corps m, m\ m'\ . . . étant supposés circuler dans le 
même sens, les radicaux y a» v«'» \jcî' y... doivent être pris positive- 
ment dans l'équation précédente, comme on l'a vu dans le n® 55; tous 
les termes du premier membre de cette équation sent donc positifs, et 
par conséquent cbacun d'eux est moindre que la constante du second 
membre; or, en supposant à une époque quelconque les excentricités 
trës-petites, cette constante sera fort petite: chacun des termes de 
l'équation restera donc toujours fort petit, et ne pourra pas croître in- 
définiment; les orbites seront toujours à fort peu près circulaires. 

Le cas que nous venons d'examiner est celui des planètes et des 
satellites du système solaire, puisque tous ces corps circulent dans le 
même sens, et qu'à l'époque où nous sommes leurs orbites sont peu 
excentriques. Pour ne laisser aucun doute sur ce résultat important, 
nous observerons que, si l'équation qui détermine g renfermait des 

Œuvres de L. — \. 4^- 
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racines imaginaires, quelques-uns des sinus et des cosinus des expres- 
sions de hy A h\ /',... se changeraient en exponentielles; ainsi Tex- 
pressioîi de h contiendrait un nombre fini de termes de la forme Pc^', 
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et P 
étant une quantité réelle, puisque h ou eûnu est une quantité réelle. 
Soient Qc^, P'c^, Q'c^, F'c^,... les termes correspondants ^le /, h\ l\ 
A",...; Q, P', Q', P",... étant encore des quantités réelles : l'expression 
de e^ renfermera le terme (P* -+- Q*)c^^'; l'expression de e'^ renfermera 
le terme (P'^ -t- Q'*)c'^, et ainsi de suite; le premier membre de l'équa- 
tion [u] renfermera donc le terme 

Si Ton suppose que c^ soit la plus grande des exponentielles que con- 
tiennent A, A h\ /'..... cVst-à-dire celle dans laquelle/est le plus con- 
nidéruble, r*-^ sera la plus grande des exponentielles que renfermera 
le pirmier mombrt* de l'équation précédente; le terme précédent ne 
pourra donc <Hrt^ détruit par aucun autre terme de ce premier membre; 
uiiiMi, pour que ce membre se réduise à une constante, il faut que le 
roelllcient de c^^ soit nul, ce qui donne 

Toruque sja, ^a' , \'a'\ . . . ont le même signe, ou, ce qui revient au 
rnAiiMs lorHqiie les corps m, m', m",... circulent dans le même sens, 
vi^lUi /M|iiHlion est impossible, à moins que l'on ne suppose P ~ o, 
^f o, P' o .... ; d'où il suit que les quantités A, /, A', /',... ne ren- 
tM'iiwhl point d'exponentielles, et qu'ainsi l'équation en ^ne contient 
iMrliil liti nieiiicH imaginaires. 

Hl vi^lU^ /u|UHlioii avait des racines égales, les expressions de A, /, h\ 
/ , r^^iifi^niieraient, comme l'on sait, des arcs de cercle, et l'on aurait 
fUli*^ IVvpreHHioH de A un nombre fini de termes de la forme P^. 
^HU^Iit 0/' f 1*'^' » Q'^^ • • • '**^ termes correspondants de /, A', /',..., P, Q, P', 
t$\ Mfih^ deM quantités réelles; le premier membre de l'équation {u) 
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renfermera le terme 

Si f^ est la plus haute puissance de / que contiennent les valeurs de A, 
/, h\ V /*'' sera la plus haute puissance de / renfermée dans le pre- 
mier membre de l'équation (a); ainsi, pour que ce membre puisse se 
réduire à une constante, il faut que l'on ait 

o == (P* -h Q^ m V^ -I- (F> -hQ'«) m' ^0"-+-. . ., 

ce qui donne F = o, Q = o, P'== o, Q' = o, Les expressions de A, /, 

h\ /',... ne renferment donc ni exponentielles, ni arcs de cercle, et 
par conséquent toutes les racines de l'équation en g sont réelles et 
inégales. 

Le système des orbites de m, m\ m",... est donc parfaitement stable 
relativement à leurs excentricités; ces orbites ne font qu'osciller autour 
d'un état moyen d'ellipticité, dont elles s'écartent peu, en conservant 
les mêmes grands axes; leurs excentricités sont toujours assujetties à 
cette condition, savoir, que la somme de leurs carrés, multipliés res- 
pectivement par les masses des corps et par les racines carrées des 
grands axes, est constamment la même. 

58. Lorsque l'on aura déterminé, par ce qui précède, les valeurs 
de e et de a, on les substituera dans tous les termes des expressions 

• de r et de ^^ données dans les numéros précédents, en effaçant les 

termes qui renferment le temps / hors des signes sinus et cosinus. La 
partie elliptique de ces expressions sera la même que dans le cas de 
l'orbite non troublée, avec la seule différence que l'excentricité et la . 
position du périhélie seront variables; mais les périodes de ces varia- 
tions étant fort longues, à raison de la petitesse des masses m, m', m'\... 
relativement à M, on pourra supposer ces variations proportionnelles 
au temps pendant un grand intervalle qui, pour les planètes, peut s'é- 
tendre à plusieurs siècles avant et après l'époque où l'on fixe l'origine 

42. 
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(lu temps. li est utile, pour les usages astronomiques, d'avoir sous cette 
(orme les variations séculaires des excentricités et des périhélies des 
orbites; on peut facilement les conclure des formules précédentes. En 
effet, Téquation é^ = h^-\-l^ donne €de = hdh -h Idl; or, en n'ayant 
épard qu'à l'action de m\ on a, par le n** 55, 

§--- ;o.,)/-|ivr]f, 

^ 1" — (o, ij/i-t-jo, i\h\ 

partant 

ede 



o, i!(/i7-A/'); 



dt 
mais on a h'I— hl'— ee' sin(ny'— - ts) ; bn aura donc 

-T- - I o, I ' e sm[BT — çy); 

ainsi, en ayant égard à l'action réciproque des différents corps m, 
m',. .., on aura 

de 

— =r < o, ij e'sin(cj'— cj) 4- o, ^. e''sin(cj"— cj) -+-. . ., 

de' 



dt 

de'' 
dt 



= [i,o] e sin(cT — zn') -f- [T^^ j ^''sin(cj"— ©')-+-..., 



2, o; e sin i cj — Tij^) -f- [T, i J e' sin (nj' — cj") -h . . . , 



L'équation tangny= j- donne, en la différentiant, 

e^duy- :idh — hdl. 

En n'ayant égard qu'à l'action de m\ et substituant pour dhei dl leurs 
valeurs, on aura 



dt 



;o, i)(/|2h-/J) ^7T](A/i'-+-//'), 
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ce qui donne 

dt 



= (o, i) — o, I — cosiBj — cj); 



e 



on aura donc, en vertu des actions réciproques des corps m, w! , m",..., 



Aï / X / X I 1 ^ 



/ ^// 



dt ~^ '"^ ' ^ ' ^ ■ ••• t-'^c 



e 



= (o, i) -h (o, a) -h...— |o,jJ — cos(cj'— m]— |o, 2| — cos(cj"— cj) — ..., 



-^ — (i,o) -I- (1,2) -+-...— |i,o I -T cos(bj — bj')— |i,2| -tCOs(c/'— ct ) — ..., 

CI» ^ ^ . 



dt 



= (2,0) -4- (2, l) -{-...— 2, Ol -^C0S(CJ — GJ^j— 2, I I -^COS(cj'— liJ^) — ..., 



e 



e' 



e 



i Ion multiplie ces valeurs de ^> -^? •••> -^» -^ï ••• par le 

temps /, on aura les expressions différentielles des variations sécu- 
laires des excentricités et des périhélies, et ces expressions, qui ne 
sont rigoureuses que lorsque t est infiniment petit, pourront cepen- 
dant servir pendant un long intervalle, relativement aux planètes. 
Leur comparaison avec des observations précises et éloignées entre 
elles est le moyen le plus exact de déterminer les masses des planètes 
qui n'ont point de satellites. On a, pour un temps quelconque t, l'ex- 

. . .., • 1 * ^d^ t^ d^e de d^e ,. . 

eentricite e ecale a e-h t-j- -^ j— * -4- ... ; e, -7-» -r-ri • • • étant 

^ a/ 1.2 ai^ at at^ 

relatifs à Torigine du temps / ou à l'époque. La valeur précédente de 
^ donnera, en la différentiant et en observant que a, a', . . . sont con- 
stants, les valeurs de t-^? t-^? • • • ; on pourra donc continuer aussi 

loin que l'on voudra la série précédente, et, par le même procédé, la 
série relative à a; mais, relativement aux planètes, il suffira, dans la 
comparaison des observations les plus anciennes qui nous soient par- 
venues, d'avoir égard au carré du temps, dans les expressions en séries 

Q6 Cf ^ , . • . , Cl, GT , . • . • 



\ 
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59. Considérons présentement les équations relatives à la position 
des orbites. Reprenons pour cela les équations (3) et (4) du n® 53, 



dt 



^««a;B(.>(g-g'), ^ = ^aWB(0(;,-;,' 



On a, par le n® 49, 



aaa'B(Or=:a»é^/^; 



on a ensuij:e, par le même numéro, 



U''\ 



(O 

3 



ftCJ— 



on aura donc 



m n 



Zm'na?b^'\ 



a^a'W')=- 



3 



4(1 -«2)2 



Le second membre de cette équation est ce que nous avons désigné 
par (o, i) dans le n^ 55; on aura ainsi 

^-(o,i)(î'-î), ^={o.i)[p-p')> 

De là il est aisé de conclure que les valeurs de y, /?, ^, p', . . . seront 
déterminées par le système suivant d'équations difTérentielles 



-+-...]/! — (O, l)/l' — (O, 2)/!*'— . .., 



■;C) 



dq 

dt ' 


;(o, i)h-(o,2) 


dp _^ 1 
dt ' 


;(0, i)H-(o,2) 


dq' _ 
dt - 


;(i,o)h-(i,2) 


{dp- 
dt 


;(i,o)h-(i,2) 


dq" 

dt ~ 


;(2,o)H-(2, i) 


r -1 


;{2,o)-|-(2, l) 



-+-.,.]g -h (O, l)ç' -4- (O, 2)g''H-..., 



-h.^.^p' — (l,o)p — (1,2)/!''—..., 



-+-...]g'-h(l,o)ç -f- (1,2)^"-!-. .., 



-l-...]/!''— (2,o)/>— (2, l)/>'-- ..., 



-+-•..] Ç^-f- (2, o)ç -+- (2, l)ç'-+-.. ., 
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Ce système d'équations est semblable à celui des équations [\) du 
n^ 55; il coïnciderait entièrement avec lui si, dans les équations ^A\ 
on changeait A, /, h\ I' en y, />, q\ p\ . . . , et si Ton supposait 

I o, 1 j = G, i), j 1, o = (i, o\ . . . ; ainsi, Tanalyse dont nous avons 

fait usage dans le n"" 56 pour intégrer les équations (A) s'applique aux 
équations (C). On supposera donc 



q =Ncos gr^-f- 6 —Ni cos(g^i/-h6i) H- Ni cos{g^a / H-€a) 
p =zK sin 'gt-k-£^ -h Ni sinig^i^-hêi) -1-N2 sin(g^a /-4-6a) 
q'= N'eos g^/ -^ 6^ — V< cos[gi / -h 6i) h- N^ cos(g-j / -t- Sa ) 
p'= N' singt -h € -- y, sin (g^i / -h 61) -h N'^ sin;g-.a / -+- Sa) 



• • % 



• • • » 



et l'on aura, par le n^ 56, une équation en g du degré i, et dont les 
diverses racines seront g^ gt* gif'^-- H est facile de voir qu'une de ces 
racines est nulle; car il est clair que l'on satisfait aux équations (C) en 
y supposant/?, />',/>",... égaux et constants, ainsi que y, y', y",.,,, ce 
qui exige que l'une des racines de l'équation en g soit zéro, et ce qui 
l'abaisse au degré i — i. Les arbitraires N, N<, N', . . . , 6, ê^ , . . . se dé- 
termineront par la méthode exposée dans le n? 56. Enfin on trouvera, 
par l'analyse du n® 57, 

d'où l'on conclura, comme dans le numéro cité, que les expressions de 
/?, 9,/>', 9',... ne renferment ni arcs de cercle ni exponentielles, lorsque 
les corps m, m\ m'\,,, circulent dans le même sens, et qu'ainsi l'équa- 
tion en g a toutes ses racines réelles et inégales. 

On peut obtenir deux autres intégrales des équations (G). En effet, 
si l'on multiplie la première de ces équations par m\fâf la troisième 

par mf\/a', la cinquième par m'V^"»«--» on aura, en vertu des rela- 
tions trouvées dans le n^ 55, 
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ce qui donne, en intégrant, * 



(i) consl. ^qm\ia -h q'm' yja -i-. . . . 

On trouvera de la même manière 
2 const. ^ pm \Ja-^ p'm' y a' -t- . . . . 

Nommons <p l'inclinaison de Torbite de m sur le plan fixe, et 6 la lon- 
gitude du nœud ascendant de cette orbite sur le même plan; la latitude 
de m sera à très-peu près tang(psin(/i/-f- e —6;. En comparant cette 
valeur à celle-ci y sin(/i/-f- e) —/>cos(/i/"i- e), on aura 



d'où Ton tire 



p-^ tang9sin9, q — tangcpcosô, 



_ P, 



tangç ■= )/p'^ -+- q^y tangO = ^ ; 



on aura donc l'inclinaison de l'orbite de m et la position de son nœud, 
au moyen des valeurs de p et A^q. En marquant successivement d'un 
trait, de deux traits, etc., relativement à m\ m",..., les valeurs de 
tang9 et de tangO, on aura les inclinaisons des orbites de m\ m'\ . . . , 
et les positions de leurs nœuds, au moyen des quantités/?', q\ p\ y",.... 



La quantité \p^ -h q^ est moindre que la somme N -h N, -h N^ 
des coefficients des sinus de l'expression de p\ ainsi, ces coefficients 
étant fort petits, puisque l'orbite est supposée peu inclinée au plan 
iixe, son inclinaison sur ce plan sera toujours peu considérable, d'où 
il suit que le système des orbites est aussi stable relativement à leurs 
inclinaisons que par rapport à leurs excentricités. On peut donc con- 
sidérer les inclinaisons des orbites comme des quantités variables com- 
prises entre des limites déterminées, et les mouvements des nœuds 
comme n'étant pas uniformes. Ces variations sont très-sensibles dans les 
satellites de Jupiter, et nous verrons dans la suite qu'elles expliquent 
les phénomènes singuliers observés dans l'inclinaison de l'orbite du 
quatrième satellite. 
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Des expressions précédentes de p et de y résulte ce théorème : 

Que Von imagine un cercle dont l' inclinaison au plan fixe soit N, et 
dont gt-\-^ soit la longitude du nœud ascendant; que sur ce premier 
cercle on imagine un second cercle qui lui soit incliné de N|, et dont 
^< / H- 6< soit la longitude de son intersection a\^ec le premier cercle; que 
sur ce second cercle on imagine un troisième cercle qui lui soit incliné 
6fe Nj, et dont g%t-\-^^ soit la longitude de son intersection avec le second 
cercle, et ainsi de suite ; la position du dernier cercle sera celle de l'or-- 
bite de m. 

En appliquant la même construction aux expressions de A et de / du 
n^ 56, on voit que la tangente de l'inclinaison du dernier cercle sur le 
plan fixe est égaie à V excentricité de l'orbite de m, et que la longitude 
de l'intersection de ce cercle avec le même plan est égale à celle du péri- 
héUe de l'orbite de m. 

60. Il est utile, pour les usages astronomiques, d'avoir les variations 
différentielles des nœuds et des inclinaisons des orbites. Pour cela, re- 
prenons les équations du numéro précédent, 

langcp = ^p^-^q^y tango— ^' 

En les différentiant, on aura 

Jcp =: dp sin -\- dq cos 9, 

j^ dpcosO— dqsinO 

au = : • 

tang(p 

Si Ton substitue pour dp et dq leurs valeurs données par les équa- 
tions (C) du numéro précédent, on aura 

p- = (o, i) langç' sin(e — 6') -h (o, 2) ung9''sin(9 — ô" ) -f- . . . , 

^ = ->r(o,,)^-(o,2)+...l + (o,i)^î^cos(Ô-e') + (o,2)î?îî^cos^ 

dt L\ ' f \ * J j \ > / langç ^ y \ ' / langcp ^ ^ 

Œuvres de L. — I. 4^ 
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on aura pareillement 

^^- = (i, o) langç sin(ô'— 9) -h (i, a) langip'-sin(9'— 9') -+-... , 

.^ = -[(,,o) + (.,a) + ...] + (..o)«cos(9'-9) + (,,2)»;cos{9'-9') -....: 



Les astronomes rapportent les mouvements célestes à l'orbite mobile 

« 

de la Terre; c'est, en effet, du plan de cette orbite que nous les obser- 
vons; il importe donc de connaître les variations des nœuds et des in- 
clinaisons des orbites relativement à l'écliptique. Supposons ainsi que 
l'on veuille déterminer les variations différentielles des nœuds et des 
inclinaisons des orbites relativement à l'orbite de l'un des corps m, /n\ 
m",..., par exemple, à l'orbite de m. Il est clair que 

qs\n(n't-¥- e') — pcos{n't -f- e') 

serait la latitude de m' au-dessus du plan fixe, s'il était en mouvement 
sur l'orbite de m. Sa latitude au-dessus du même plan est 

q's\n{n'i -h e') — p' cos{n't -+- e'); 

or la différence de ces deux latitudes est à très -peu près la latitude 
de m' au-dessus de l'orbite de m; en nommant donc 9' l'inclinaison, 
et 0,' la longitude du nœud de l'orbite de m! sur l'orbite de m, on aura, 
par ce qui précède, 

Si l'on prend pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque don- 
née, on aura à cette époque p = o, q = o; mais les différentielles afyf 
et dq ne sçront pas nulles; ainsi l'on aura 

d<^', = (dp'- dp) sinO'-h [dq'- dq) cosô', 
dff — {^ P'^^P) ^ ^^^'—W—dq)sïne' 
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En substituant pour dp, dq, dp', dq', . . . leurs valeurs données par les 
équations (G) du numéro précédent, on aura 

^ = [(,, 2) - (o,2)]lang?''sin(e'- 6") 

-h[(i,3) - (o,3)]tang(p-sin(9'-e*) -+-. . ., 

-jf^ -[(i,o)-+-(i,2)4-(i,3)-h...]-(o, l) 

II est facile de conclure de ces expressions les variations des nœuds 
et des inclinaisons des orbites des autres corps m", m*', . . . sur l'orbite 
mobile de m. 

61. Les intégrales trouvées précédemment des équations différen- 
tielles qui déterminent les variations des éléments des orbites ne sont 
qu'approchées, et les relations qu'elles donnent entre tous ces élé- 
ments n'ont lieu qu'en supposant les excentricités des orbites et leurs 
inclinaisons fort petites. Mais les intégrales (4)» (5), (6) et (7), aux- 
quelles nous sommes parvenus dans le n"^ 9, donnent ces mêmes rap- 
ports, quelles que soient les excentricités et les inclinaisons. Pour 

cela, nous observerons que ^ ^^^'^ ^ ^^* '^ double de l'aire décrite 

durant l'instant dt par la projection du rayon vecteur de la planète m 
sur le plan des x et des y. Dans le mouvement elliptique, si l'on né- 
glige la masse de la planète vis-à-vis de celle du Soleil, prise pour unité, 
on a, par les n®* 19 et 20, relativement au plan de l'orbite de m. 

Pour rapporter au plan fixe l'aire sur l'orbite, il faut la multiplier par 
le cosinus de l'inclinaison (p de l'orbite à ce plan; on aura donc, par 

43. 



3M) MÉCANIQUE CÉLESTE. 

rapport à ce plan. 



^dr — rdx — /a(i — e^] 

dt TV V / y ,_u iang*9' 



on aura pareillement 



-- - ,/ — 1/ — ^ --7> etc. 

dt V i-i-laug*9 

Ces valeurs de xdy—ydx^ x'dy' — y'dx! y . . . peuvent être employées 
lorsque l'on fait abstraction des inégalités du mouvement des planètes, 
pourvu que l'on considère les éléments c, «',..., 9, 9', . . . comme va- 
riables en vertu des inégalités séculaires; l'équation (4) du n® 9 don- 
nera donc alors 



V i-i-lang'«9 V i-r-lang^9' dl 

m 

En négligeant ce dernier terme, qui reste toujours de l'ordre mm\ on 
aura 

V i-^tang='9 V i-i-iang*9 

Ainsi, quels, que soient les changements que la suite des temps apporte 
aux valeurs de e, e',..., 9, 9',... en vertu des variations séculaires, ces 
valeurs doivent toujours satisfaire à l'équation précédente. 

Si l'on néglige les quantités très-petites de l'ordre e* ou 0*9*, cette 
équation donnera 

c = m\JaA- m' sja' + . . . — {m y a [e^ h- lang^ 9) — ^m' \fâ' (e'* -h lang* 9' )-—... , 

et par conséquent, si l'on néglige les carrés de e, e\ 9, . . ., on aura 
msja -i- m'y/â'-i- . . . constant. On a vu précédemment que, si l'on n'a 
• égard qu'à la première puissance de la force perturbatrice, a, a', . . • 
sont constants séparément; l'équation précédente donnera donc, en 
négligeant les quantités très-petites de l'ordre c* ou 6*9^, 

consl. ~ m V a (eî» -r- lang'^9) -\- ni ^j'a! (e'a ^- langî»9' )-+-.... ' 
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Dans la supposition des orbites presque circulaires et peu inclinées 
les unes aux autres, les variations séculaires des excentricités des or- 
bites sont, par le n** 55, déterminées au moyen d'équations différen- 
tielles indépendantes des inclinaisons, et qui par conséquent sont les 
mêmes que si les orbites étaient dans un même plan; or on a, dans 
cette hypothèse, ç = o, ç'=^ o,...; Téquation précédente devient ainsi 



rz 



consl. ~e^m ya-i- e'^m! ^à -\- t^^m" ^a" -^ . . ., 

équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le n^ 57. 

Pareillement, les variations séculaires des inclinaisons des orbites 
sont, par le n*^ 59, déterminées au moyen d'équations différentielles 
indépendantes des excentricités, et qui par conséquent sont les mêmes 
que si les orbites étaient circulaires; or on a, dans cette hypothèse, 
e = o, e'= o, . . . ; partant, on aura 

consl. — m v^tang^f -hm'v^lang^<p'-f-m'^^a" lang^<p''+. . ., 

équation a laquelle nous sommes parvenus dans le n® 59. 
Si Ton suppose, comme dans ce dernier numéro, 

p = tang9sin(?, q =:tangçcos9, 

il est facile de s'assurer que, l'inclinaison de l'orbite de m sur le plan 
des X et des j étant 9, et la longitude de son nœud ascendant, comptée 
de l'axe des x^ étant 0, le cosinus de l'inclinaison de cette orbite sur le 
plan des x et des z sera 

En multipliant cette quantité par —^!^^!^-^ ou par sa valeur sia{\ — e*), 

on aura la valeur de -j- ; l'équation (5) du n^ 9 donnera donc, 

en négligeant les quantités de l'ordre m^, 



c'-^ ma \/ — ^— — -/- -H ma' i / • -^ — V -+- 
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On trouvera pareillement que l'équation (6) du n° 9 donne 



■ • • • • 



^ V î-i-tang^cp ^ V i-r-lang^ç' 

Si dans ces deux équations on néglige les quantités de Tordre e* ou e'ç, 
elles deviennent 

consl. — mq \[â --- m'q' \/a' h- . . . , 
consl ----: mp \Ja -r- m'p' \ja' -i . . . , 

équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans le n^ 59. 
Enfin, Téquation (7) du n^ 9 donnera, en observant que, par le n® 18, 

d " r it^ 

et en négligeant les quantités de l'ordre mm\ 



m m m 
const. - • — r -î — „ -i. . 
a a a' 



Ces diverses équations subsistent eu égard aux inégalités à très-longues 
périodes qui peuvent affecter les éléments des orbites de /w, m\ . . • . 
Nous avons observé, dans le n^ 5i, que les rapports des moyens mouve- 
ments de ces corps peuvent introduire dans les expressions des grands 
axes des orbites, considérées comme variables, des inégalités dont les 
arguments proportionnels au temps croissent avec beaucoup de len- 
teur, et qui, ayant pour diviseurs les coefficients du temps t dans ces 
arguments, peuvent devenir sensibles. Or il est visible qu'en n'ayant 
égard qu'aux termes qui ont de semblables diviseurs, et en considérant 
les orbites comme des ellipses dont les éléments varient à raison de ces 
termes, les intégrales (4)» (5), (6) et (7) du n® 9 donneront toujours les 
relations que nous venons de trouver entre ces éléments, parce que les 
termes de l'ordre mm\ que nous avons négligés dans ces intégrales 
pour en conclure ces relations, n'ont point pour diviseurs les très- 
petits coefficients dont nous venons de parler, ou du moins ils ne les 
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renferment que multipliés par une puissance des forces perturbatrices 
supérieure à celle que Ton considère. 

62. Nous avons observé, dans les n^' 21 et 22 du premier Livre, que, 
dans le mouvement d'un système de corps, il existe un plan invariable 
ou conservant toujours une situation parallèle, qu'il est facile de re- 
trouver dans tous les temps,* par cette condition, que la somme des 
masses du système, multipliées respectivement par les projections des 
aires décrites par leurs rayons vecteurs dans un temps donné, est un 
maximum. C'est principalement dans la théorie du Système solaire 
que la recherche de ce plan est importante, vu les mouvements propres 
des étoiles et de l'écliptique, qui rendent très-difficile aux astronomes 
la détermination précise des mouvements célestes. Si l'on nomme y 
l'inclinaison de ce plan invariable sur celui des x et des j, et n la 
longitude de son nœud ascendant, il résulte de ce que nous avons 
démontré, dans les n*^ 21 et 22 du premier Livre, que l'on aura 



c" _ c 



tangysinll : - -> langycosll" —i 



et, par conséquent, 

. _ mJaii— e-'ïsinqp sin0-4- m'Ja' (i — ^"-'jsin©' sinô' 
tangy smll =rT — 3^— ^ — ■: J ^ r± -^ 

msla[i'— e'^) cos<p -h m'yja' [i — «'^) cosç H-... 



_ m s/ail— e-'lsincpcosô -{- m'Ja' ii — e''^) sino'cos0'-t-... 

langy cosll — — "— ^ — .. J T ^-- = 

m^a(i — e''^) coscp -h ni\fa' (i — e'^) coscp'-i-... 

On déterminera facilement, au moyen de ces valeurs, les deux angles y 
et n. On voit que, pour déterminer le plan invariable, il faudrait con- 
naître les masses des comètes et les éléments de leurs orbites; heureu- 
sement ces masses paraissent être fort petites, en sorte que l'on peut, 
sans erreur sensible, négliger leur action sur les planètes; mais le temps 
seul peut nous éclairer sur ce point. On peut observer ici que, relative- 
ment à ce plan invariable, les valeurs de p, q, p\ q\ . . . ne renferment 
point de termes constants; car il est visible, par les équations (C) du 
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n® 59, que ces termes sont les mêmes pour/?, p* p\...^ et qu'ils sont 
encore les mêmes pour y, q\ q'\ ... ; et comme, relativement au plan 
invariable, les constantes des premiers membres des équations (i) et (2) 
du n^ 59 sont nulles, les termes constants disparaissent, en vertu de ces 

équations, des expressions de />,/?',..., y, j^', 

Considérons le mouvement de deux orbites, en les supposant incli- 
nées Tune à Tautre d'un angle quelconque; on aura, par le n® 61, 



c'-— sin9C0s6'.m v'rtii — e^) -:- sin9'cos6'./ii\rt'(i — c'*), 



c"^sin9 sinô.m v^a(i — e^) -h sin<p' sin6'.m\a'(i — c'*). 

Supposons que le plan fixe auquel on rapporte le mouvement des or- 
bites soit le plan invariable dont nous venons de parler, et par rap- 
port auquel les constantes des premiers membres de ces équations sont 
nulles, comme on Ta vu dans les n^ 21 et 22 du premier Livre. Les 
angles 9 et 9' étant positifs, les équations précédentes donnent les 

suivantes 

myaii - e^)sin9 - m\a\i — e'*)sîn9', 

sinô = — sinô', cos^ -- - cosô', 

d'où Ton tire 6'-- 6 h- la demi-circonférence; les nœuds des orbites 
sont par conséquent sur la même ligne; mais le nœuci ascendant de 
Tune coïncide avec le nœud descendant de l'autre, en sorte que l'incli- 
naison mutuelle des deux orbites est égale 89 + 9'. 
On a, par le n** 61, 



c- m)j[ai--e'^] COS9 -h m\a' [i — e'^) COS9'; 

en combinant cette équation avec la précédente entre sin9 et sinç', 
on aura 



7.mccos(^\ja[\ —e"^) -.-■■ c^ -i- m^a{i — e^) — m'*a'(i — c'*). 

Si l'on suppose les orbites circulaires, ou du moins assez peu excen- 
triques pour que Ton puisse négliger les carrés de leurs excentricités, 
l'équation précédente donnera 9 constant; par la même raison, 9' sera 
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constant; les inclinaisons des plans des orbites sur le plan fixe et sur 
elles-mêmes seront donc alors constantes, et ces trois pjans auront 
toujours une intersection commune. Il en résulte que la variation 
;noyenne instantanée de cette intersection est toujours la même, puis- 
qu'elle ne peut être qu'une fonction de ces inclinaisons.- Lorsqu'elles 
sont fort petites, on trouvera facilement, par le n" 60 et en vertu de 
la relation précédente entre sin9 et sinç', que, pour le temps t, le 
mouvement de cette intersection est — [(o, i) -f- (i, o)| /. 

I^ position du plan invariable, auquel nous venons de rapporter le 
mouvement des orbites, est facile à déterminer pour un instant quel- 
conque; car il ne s'agit que de partager l'angle de l'inclinaison mutuelle 
des orbites en deux angles <p et <p', tels que l'on ait l'équation précé- 
dente entre sin9 et sinç'. En désignant donc par xs cette mutuelle 
inclinaison, on aura 

m'JTi [i — e''^\ sinnj 
tango =:^ — - — — ^ — ' — • 

m ^'a[\ — e'^) -{- m' ^a^^i — e' ^ cosis 



m 
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CHAPITRE VIII. 



SECONDE MÉTHODE d'aPPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES. 



63. On a vu, dans le Chapitre II, que les coordonoées des corps cé- 
lestes, rapportées aux foyers des forces principales qui les animent, 
sont déterminées par des équations différentielles du second ordre. 
Nous avons intégré ces équations dans le Chapitre III, en n'ayant 
égard qu'aux forces principales, et nous avons fait voir que, dans ce 
cas, les orbites sont des sections coniques dont les éléments sont les 
constantes arbitraires introduites par les intégrations. Les forces per- 
turbatrices n'ajoutant que de petites inégalités au mouvement ellip- 
tique, il est naturel de chercher à ramener aux lois de ce mouvement 
le mouvement troublé des corps célestes. Si Ton applique aux équa- 
tions différentielles du mouvement elliptique, augmentées des petits 
termes dus aux forces perturbatrices, la méthode d'approximation ex- 
posée dans le n® 45, on pourra encore considérer les mouvements cé- 
lestes dans les orbites rentrantes comme étant elliptiques; mais les 
éléments de ce mouvement seront variables, et l'on aura leurs varia- 
tions par cette méthode. Il en résulte que, les équations du mouvement 
étant différentielles du second ordre, non -seulement leurs intégrales 
finies, mais encore leurs intégrales infiniment petites du premier ordre 
sont les mêmes que dans le cas des ellipses iavariables, en sorte que 
l'on peut différentier les équations finies du mouvement elliptique, en 
traitant les éléments de ce mouvement comme constants. Il résulte en- 
core de la même méthode que les équations de ce mouvement, diffé- 
rentielles du premier ordre, peuvent être différentiées , en n'y faisant 
varier que les éléments des orbites et les premières différences des 
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coordonnées» pourvu qu'au lieu des différences secondes de ces coor- 
données on ne substitue que la partie de leurs valeurs due aux forces 
perturbatrices. Ces résultats peuvent être immédiatement tirés de la 
considération du mouvement elliptique. 

Pour cela, concevons une ellipse passant par une planète et par l'élé- 
ment de la courbe qu'elle décrit» et dont le centre du Soleil occupe le 
foyer. Cette ellipse est celle que la planète décrirait invariablement» si 
les forces perturbatrices cessaient d'agir sur elle. Ses éléments sont 
constants pendant l'instant dt^ mais ils varient d'un instant à l'autre. 
Soit donc y=o une équation finie à l'ellipse invariable» Y étant fonction 
des coordonnées rectangles a;, j^» z^ et des paramètres c» c\...» qui sont 
fonctions des éléments du mouvement elliptique. Cette équation aura 
encore lieu pour l'ellipse variable; mais les paramètres c» c'»... ne seront 
plus constants. Cependant» puisque cette ellipse appartient à l'élément 
de la courbe décrite par la planète durant l'instant dt, l'équation Y = o 
aura encore lieu pour le premier et le. dernier point de cet élément» en 
regardant c» c'» . . . comme constants. Ou peut donc différentier cette équa- 
tion une première fois» en n'y faisant varier que a?» y^ z» ce qui donne 

av , •dV, dV , 

^ ' dx dy "^ dz 

On voit ainsi la raison pour laquelle les équations finies de l'ellipse 
invariable peuvent» dans le cas de l'ellipse variable» être différentiées 
une première fois» en traitant les paramètres comme constants. Par la 
même raison» toute équation différentielle du premier ordre à l'ellipse 
invariable a également lieu pour l'ellipse variable; car soit Y'= o 

une équation de cet ordre» V' étant fonction de a?» j'» z» ^j ^> tt- et 

des paramètres c» </» Il est clair que toutes ces quantités sont les 

mêmes pour l'ellipse variable que pour relli{)se invariable qui coïncide 

avec elle pendant l'instant dt. 

Présentement» si nous considérons la planète à la fin de l'instant dt 

ou au commencement de l'instant suivant» la fonction Y ne variera de 

l'ellipse relative à l'instant dt à l'ellipse consécutive que par la varia- 

44. 
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tion des paramètres, puisque les coordonnées x^ v» s, relatives à la fia 
du premier instant, sont les mêmes pour ces deux ellipses; ainsi, la 
fonction V étant nulle, on a 

/ a --- de ' — - de ' . . . . 

Oc Oc 

Cette équation peut se déduire encore de l'équation V— o, en y faisant 
varier à la fois x,y, z, c, c', . . . ; car, si Ton retranche l'équation (i ) de 
cette différentielle, on aura Téquation (i\. 

Kn différentiant Téquation 'i], on aura une nouvelle équation en dc^ 

dd qui, avec Téquation (i'), servira à déterminer les paramètres c, 

c\ C^est ainsi que les géomètres qui se sont occupés les premiers 

de la théorie des perturbations célestes ont déterminé les variations 
des nœuds et des inclinaisons des orbites; mais on peut simplifier cette 
différentiation de la manière suivante. 

Considérons généralement l'équation différentielle du premier ordre 
V - o, équation qui, comme on vient de le voir, convient également 
à l'ellipse variable et à l'ellipse invariable qui, dans l'instante, coïn- 
cide avec elle. Dans l'instant suivant, cette équation convient encore 
aux deux ellipses, mais avec cette différence, que c, c', . . . restent les 
mêmes dans le cas de l'ellipse invariable, au lieu qu'ils changent avec 
l'ellipse variable. Soit V" ce que devient V lorsque l'ellipse est sup- 
posée invariable; soit V ce que devient cette même fonction dans le 
cas de l'ellipse variable. Il est clair que, pour avoir V, il faut changer, 
dans V\ les coordonnées x^ j, z, qui sont relatives au commencement 
du premier instant 6^/, dans celles qui sont relatives au commencement 
du second instant; il faut ensuite augmenter les différences premières 
dx, dy, dz respectivement des quantités d^x^ d^y^ d^z, relatives h 
l'ellipse invariable, l'élément dt du temps étant supposé constant. 

Pareillement, pour avoir V, il faut changer dans V les coordon- 
nées x,y, z dans celles qui sont relatives au commencement du second 
instant, et qui sont encore les mêmes dans les deux ellipses; il faut en- 
suite augmenter dx, dy, dz respectivement des quantités d^x^ d^y, d^z ; 
enfin, il faut changer les paramètres c, c\ . . . dans c -f- cfc, c'h- de' 
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Les valeurs de rf*a?, d^y, d^z ne sont pas les mêmes dans les deux 
ellipses; elles sont augmentées, dans le cas de l'ellipse variable, des 
quantités dues aux forces perturbatrices. On voit ainsi que les deux 
fonctions V" et V[ ne différent qu'en ce que, dans la seconde, les para- 
mètres c, c\,.. croissent de de, dc\..., et les valeurs de d^x, d^y, d^z, 
relatives à l'ellipse invariable, y sont augmentées des quantités dues 
aux forces perturbatrices. Oi> formera donc Y^ —V" en differentiant V 
dans la supposition de a?, j, z constants, et de dx, dy, dz, c, c- , . . . 
variables, pourvu que, dans cette différentielle, on substitue pour 
d^x^ d^y, d^z les parties de leurs valeurs uniquement dues aux forces 
perturbatrices. 

Maintenant, si dans la fonction V — V on substitue, au lieu de d^x, 
d^y, d^z^ leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, on aura une 

fonction de x, y, z, ^-^ -^-^ ^^ c, c, . . . , qui, dans le cas de l'ellipse 

invariable, est nulle; cette fonction est donc encore nulle dans le cas de 
l'ellipse variable. On a évidemment, dans ce dernier cas, V' — V'= o, 
puisque cette équation est la différentielle de l'équation V'=o; en en 
retranchant l'équation V" —V — o, on aura V —V"— o. Ainsi l'on peut, 
dans ce cas, différentier l'équation V'--o, en n'y faisant varier que 
dx, dy, dz, c,c\, ,. , pourvu que l'on substitue, pour d^x^ d^y, d^z, 
les parties de leurs valeurs relatives aux forces perturbatrices. Ces 
résultats sont exactement les mêmes que ceux auxquels nous sommes 
parvenus dans le n^ 45, par des considérations purement analytiques; 
mais, vu leur importance, nous avons cru devoir les déduire ici de la 
considération du mouvement elliptique. Cela posé, 

64. Reprenons les équations (P) du n° 46, 

d'X ulx ()R 



V P ' O rr: 



dt^ rs ôx 



dn r» dy 
_ d^z uz âK 

"" -'dF 1^ " ôz 
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Si l'on suppose R = o, on aura les équations du mouvement elliptique, 
que nous avons intégrées dans le Chapitre III. Nous sommes parvenus, 
dans le n^ 18, aux sept intégrales suivantes : 

xdy — rdx , xdz—zdx „ ydz — zdr 
[JL dr^-hdz^\ rdydx zdzdx 



^ / a ar* -H az* \ 



•rf/» dt^ 



f . , ^, , PL dx^ -h dz^ y xdxdr zdzdr 

[i dx^ 4- dx^ \ xdxdz .rdvdz 



-„ fa dx^-hdr^\ 
_ fjt ^'h , dx^ -\' dy^ -ir dz^ 



dt^ dt^ 



a r dt- 

Ces intégrales donnant les arbitraires en fonctions des coordonnées 
et de leurs premières différences, elles sont sous une forme très-com- 
mode pour déterminer les variations de ces arbitraires. Les trois pre- 
mières intégrales donnent en les différentiant, et en ne faisant varier, 
par le numéro précédent, que les paramètres c, c', c", et les premières 
différences des coordonnées, 

xd^y — rd'^x ,, xd^z—zd^x .„ rd^z — zd^r 

En substituant, au lieu de d^x, d*y, d*z, les parties de leurs valeurs 
dues aux forces perturbatrices, et qui, en vertu des équations différen- 
tielles (P). sont - A» ^, - dt^ ^, - dt* ^, on aura 

^ ' ôx oy oz 

,, .( dR dR\ 

d^=diiz'^-/^ 
\ dy '^ dz 

On a vu, dans les n** 18 et 19, que les paramètres c, c\ c" déterminent 
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trois éléments de l'orbite elliptique, savoir» rinclinaison <p de l'orbite 
sur le plan des x et des y^ et la longitude de son nœud , au moyen 
des équations 

tang<pin> , tango rz:^, 

et le demi-paramètre a(i — ^^) de l'ellipse au moyen de l'équation 

Ces mêmes équations subsistent encore dans le cas de l'ellipse variable, 
pourvu que l'on détermine c, c\ c" au moyen des équations différen- 
tielles précédentes. On aura ainsi le paramètre de l'ellipse variable» son 
inclinaison sur le plan fixe des x et des j", et la position de son nœud. 

Les trois premières des équations (/>) nous ont donné, dans le 
n® 19, l'intégrale finie o^=^c"x — c'y -^cz\ cette équation subsiste 
encore dans le cas de l'ellipse troublée, ainsi que sa première diffé- 
rence G — c"dx — c'dy -h cdzy prise en regardant c, c , c" comme con- 
stants. • 

Si l'on différentie la quatrième, la cinquième et la sixième des inté- 
grales ( p), en n'y faisant varier que les paramètres/,/',/" et les dif- 
férences ctr, dy, dz; si l'on substitue ensuite, au lieu de d^x, d-y, 

d^z, les quantités — dt^ -r—i — dt^ 3-5 — di^ -t—'> on aura 
^ ôx oy oz 

-4- [Xdx-^xdx) -^ -r- [zdx - xdz] —, 
.., . / dR dKx , / ()R dR 

df =dx[x-^-r^)^-^dz[z--r^ 

-^ [xdy-xdx] — -{- [zdy-rdz] ^, 

-h [xdz — zdx) -r h [rdz — zdy) 3— • 

' dX «^ -' ' dy^ 
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Enfin, la septième des intégrales (/>), différentiée de la même manière, 
donnera la variation du demi-grand axe a, s|u moyen de Téquation 

rf^ :?.dR, 

la différentielle dR se rapportant aiix seules coordonnées x^ y^ z du 

corps m. 

Les valeurs à^f,f\f" détermineift la longitude de la projection du 

périhélie de l'orbite sur le plan fixe, et le rapport de Texcentricité au 

demi-grand axe; car, I étant la longitude de cette projection, on a, 

par le n** 19, 

f 

et, e étant le rapport de Texcentricité au demi-grand axe, on a, par 
le même numéro, 

Ce rapport peut encore être déterminé en divisant le demi -paramètre 
a(i~ é^) par le demi-grand axe a; le quotient, retranché de Tunité, 
donnera la valeur de e*. 

Les intégrales [p) ont donné par Télimination, dans le n® 19, Tin- 
tégrale finie o -- ar — A^-4-/a?-f-/'j-r-/"5; cette équation subsiste 
encore dans le cas de Tellipse troublée, et elle détermine à chaque 
instant la nature de l'ellipse variable. On peut la différentier en re- 
gardant/,/',/" comme constants, ce qui donne 

o "z fjidr -hfdx -^f'dy -^fdz. 

Le demi -grand axe a donne le moyen mouvement de m, ou, plus 
exactement, ce qui dans l'orbite troublée répond au moyen mouve- 

ment dans l'orbite non troublée; car on a, par le n** 20, n = a ^ yf^\ 
de plus, si l'on désigne par X, le moyen mouvement de m, on a dans 
l'orbite elliptique invariable d^—ndt; cette équation a également lieu 
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dans l'ellipse variable, puisqu'elle est différentielle du premier ordre. 
En la différen liant, on aura d^^ -- dndt; or on a 

, 3an ,a v^/indR 
du "- d---^ — -> 



partant 



7.[L a fi 



j^y, 3andidK 



et, en intégrant. 




Enfin, on a vu, dans le n^ 18, que les intégrales {p) n'équivalent qu'à 
cinq intégrales distinctes, et qu'elles donnent entre les sept paramètres 
r, c\ c\f,f\f" et e les deux équations de condition 

ces équations ont donc encore lieu dans le cas de l'ellipse variable, 
pourvu que les paramètres soient déterminés par ce qui précède. On 
peut d'ailleurs s'en assurer facilement a posteriori. 

Nous venons de déterminer cinq éléments de l'orbite troublée , sa- 
voir, son inclinaison, la position de ses nœuds, son demi-grand axe qui 
donne son moyen mouvement, son excentricité, et la position du péri- 
hélie. Il nous reste à déterminer le sixième élément du mouvement 
elliptique, celui qui, dans l'ellipse non troublée, répond à la position 
de m à une époque donnée.. Pour cela, reprenons l'expression de dt 
du n^ 16, 

dt v'ji dy{i --_e^_ '_ 

i "~ Fi -î- é'cosfi' — Gji 1- 

Cette équation, développée en série, nous a donné, dans le numéro cité, 

ncf/rrr rfi;[i-f-E(*)COS(i' — Gt) + E^^) C0S2 ( C — «j) H-. . .}. 
OEuvres de L. ~ I. 4^ 
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En intégrant cette équation dans la supposition de e et de m constants. 



on aura 



£(2) 

Jndt — •-- V -hE<*^ s\n[v — xs$) -\- —^ — siii?. v - cj -r . . ., 

£ étant une arbitraire. Cette intégrale est relative à Tellipse invariable; 
pour rétendre à l'ellipse troublée, il faut qu'en y faisant tout varier 
jusqu'aux arbitraires e, e et u qu'elle renferme, sa différentielle coïn- 
cide avec la précédente ; ce qui donne 

(h : ~ de — -. — sin i' — cr ! H -j — sin 2 (t^ — cj] -H . . . 1 

f' — CI est ranomalie vraie de m comptée sur l'orbite, et u est la longi- 
tude du périhélie comptée pareillement sur l'orbite. Nous avons déter- 
miné précédemment la longitude I de la projection du périhélie sur le 
plan fixe; or on a, par le n^ 22, en changeant v en a, et v^ en 1 dans 
l'expression de i^ — 6 de ce numéro. 

En supposant ensuite v et v, nuls dans cette même expression, on a 

6=:Ô-Mang2^<psin2ÔH-. . .; 

partant 

m - I -h tang2T9[sin2Ô -4-sin2(l ^ 6)] -i-. . ., 

ce qui donne 

r/cj: :.fl^I[i-^2iang2^9COS2(l--5)^-..j4-2rf0lang^^cp[cos?.9- cos2(I---9)--h...J 

Ainsi, les valeurs de rfl, rfô et rf^ étant déterminées par ce qui pré- 
cède, on aura celle de rfb, d'où l'on tirera la valeur de di. 

Il suit de lii que les expressions en séries du rayon vecteur, de sa 
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projection sur le plan fixe, de la longitude rapportée soit sur le plan 
fixe, soit sur l'orbite, et de la latitude, que nous avons données dans 
le n® 22 pour le cas de Tellipse invariable, ont également lieu dans le 
cas de Tellipse troublée, pourvu que Ton y change nt en fndly et que 
Ton détermine les éléments de Tellipse variable par les formules pré- 
cédentes. Car, puisque les équations finies entre r, ç, s, x,y, z et Jndt 
sont les mêmes dans les deux cas, et que les expressions en séries du 
n^ 22 résultent de ces équations par des opérations analytiques entiè- 
rement indépendantes de la constance ou de la variabilité des éléments, 
il est clair que ces expressions ont encore lieu dans le cas des éléments 
variables. 

Lorsque les ellipses sont fort excentriques, telles que les orbites des. 
comètes, il faut changer un peu l'analyse* précédente. L'inclinaison <p 
de l'orbite sur le plan fixe, la longitude 6 de son nœud ascendant, le 
demi-grand axe a, Iç demi-paramètre a(i— e^), l'excentricité e et la 
longitude I du périhélie sur le plan fixe pourront être déterminés par 
ce qui précède. Mais, les valeurs de xs et de dus étant données en séries 
ordonnées par rapport aux puissances de tang^ç, il faut, pour les 
rendre convergentes, choisir le plan fixe de manière que tang^ç soit 
peu considérable, et ce qu'il y a de plus simple pour cet objet consiste 
k prendre pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée. 

La valeur précédente de di est exprimée par une $érie qui n'est con- 
vergente que dans le cas où l'excentricité de l'orbite est peu considé- 
rable; on ne peut donc pas l'employer dans le cas présent. Pour y sup- 
pléer, reprenons l'équation 

I "~ fl-i-^COS^l' — ct)]^ * 



Si Ton fait i — e = a, on a par l'analyse du n** 23, dans le cas de 
Tellipse invariable, 



^fl',_-e3]î^ ,, ,r i-OL 



45. 
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T étant une arbitraire. Pour étendre cette équation à Tellipse variable, 
il faut la diSerentier, en ne faisant varier que T, le demi-paramètre 
a(i — e^), a et CT. On aura ainsi une équation différentielle qui déter- 
minera T, et les équations finies qui ont lieu dans le cas de l'ellipse 
invariable subsisteront encore dans le cas de l'ellipse troublée. 

65. Considérons particulièrement les variations des éléments de 
l'orbite de m, dans le cas des orbites peu excentriques et peu incli- 
nées les unes aux autres. Nous avons donné, dans le n"* 48, la manière 
de développer alors R en série de sinus et de cosinus de la forme 
m'A:cos{t'/i7 — i/i/-r A), A: et A étant des fonctions des excentricités 
.et des inclinaisons des orbites, des positions de leurs nœuds et de 
leurs périhélies, des longitudes des corps à une époque donnée, et des 
grands axes. Lorsque les ellipses sont variables, toutes ces quantités 
doivent être supposées varier conformément à« ce qui précède ; il 
faut, de plus, changer dans le terme précédent l'angle Vn't — int 
en i'fn'dt-— ijndt^ ou, ce qui revient au même, en i'X,'— i2^. 

Maintenant on a, par le numéro précédent. 



^ -= -/dR, 



C^rjndt^ ^-J'fandtAW. 



La différence dR étant prise uniquement par rapport aux coordon- 
nées X, y, z du corps m, on ne doit faire varier, dans le terme 
/n'Acos(i'2['— i2^ -f- A) de l'expression de R, développée en série, que 
ce qui dépend du mouvement de ce corps; d'ailleurs, R étant une 
fonction finie de i?, j, z, x\ y\ z\ on peut, par le n** 63, supposer 
les éléments de l'orbite constants dans la différence dR; il suffit donc 
de faire varier ^ dans le terme précédent, et," comme la différence de 21 
est ndt, on aura im'.kndt.ûïi[iX'— i^ -h A),, pour le terme de dR 
qui correspond au terme précédent de R. Ainsi, en n'ayant*égard qu'à 
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ce terme, on aura 

? = ^—ffaka^dt^smim'- iÇ h- A). 

Si l'on néglige les carrés et les produits des masses perturbatrices, on 
pourra, dans l'intégration de ces ternies, supposer les éléments du 
mouvement elliptique constants, ce qui change ^ en nty et C en n't\ 
d'où l'on tire 

I '?.im'nk i *, ,^ - ^ t\ 

- =: -rr-, r— - COSII /l7 — Iflt -h A), 

a iJL[i n ~ in) ^ • ' 

Ç = r-— — ^-T7 sm(i /i / — m/-h A . 

On voit par là que, si l'/i — in n'est pas nul, les quantités a et ^ ne 
renferment que des inégalités périodiques, en n'ayant égard qu'à la pre- 
mière puissance de la force perturbatrice; or, i et V étant des nombres 
entiers,* l'équation l'/i'— i/i = o ne peut pas avoir lieu, quand les 
moyens mouvements de m et de m' sont incommensurables, ce qui est 
le cas des planètes, et ce que l'on peut admettre généralement, puis- 
que, n et n' étant des constantes arbitraires susceptibles de toutes les 
valeurs possibles, leur rapport exact de nombre à nombre est infini- 
ment.peu vraisemWable. 

Nous sommes donc conduits à ce résultat remarquable, savoir, que 
les grands axes des orbites des planètes et leurs moyens mouvements 
ne sont assujettis qu'à des inégalités périodiques dépendantes de leur 
configuration entre elles, et qu'ainsi, en négligeant ces quantités, leurs 
grands axes sont constants et leurs moyens mouvements sont uni- 
formes, résultat conforme à celui que nous avons trouvé par une autre 
méthode, dans le n® 54. 

Si les moyens mouvements nt et /i'/, sans être exactement commen- 
surables, approchent beaucoup d'être dans le rapport de i à i, le divi- 
seur Vri— in est fort petit, et il peut en résulter dans X, e\ Xj des iné- 



// 
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gaiités qui, rnussant avec une grande lenteur, pourront donner lieu 
aux observateurs de pen^r que les moyens mouvements des deux 
4*f>rps m et m ne S4)nt pas uniformes. Nous verrons, dans la théorie de 
Jupiter et de Saturne, que cela est arrivé relativement à ces deux pla- 
nètes : leurs moyens mouvements sont tels que deux fois celui de Jupi- 
ter est il fort peu près ejral à cinq fois celui de Saturne, en sorte que 
'in — 2n n*est pas la soixante-quatorzième partie de n. La petitesse de 
ce tliviseur rend très-sensible le terme de Texpression de K dépendant 
«le Tuii^ie 5/t / — 2/1/. quoiqull soit de Tordre T— i ou du troisième 
ortlre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des orbites, 
rounne on Tu vu dans le a"* 48. L^analyse précédente donne la partie la 
plus siMistble de oes iue^diités: car la variation de la longitude moyenne 
dcptMid de deux iuCe^ratious* tandis que les variations des autres élé- 
nieuls du uiou>euien( ctlipcique neMependent que d*une seule intégra- 
tion: il tiN a cousequcuiment que les termes de Texpression de la lon- 
gitude mo\euue qui puissent avoir le carré iV— wi* pour diviseur; 
eu n\\ant doue e^urd qu^à ces tenues qui. vu la petitesse de ce divi- 
mhu\ doivent èirt* les plus cousiJerables^ il suffira, dans les expressions 
du ruuMi xivteur, de la longitude el de la latitude, d*accroitre de ces 
tenuovH la longitude uioyeuue. 

i^hiuud \ui a les inégalités de ce «^Hire. que faction de m' produit 
duuK le uio>eu uiou^ement de m. il est &cile dVn conclure les inéga- 
lilOM ei»riVH|nuidunles que Faction de m produit dans le moyen mouve- . 
Mieiil de m . I\u elfeU si Ton u*a égard qu*à raction mutuelle des trois 
roijiN M. m el m « la ioruuile 7 du n^ 9 donne 

Si-^ m — m c/l« 



iM Aécmimt^ des intégrales {p) du numéro précédent donne, en y sub- 
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stituant pour " l'intégrale 2/dR, 



- /__ — — i — o rdR. 

Si l'on nomme ensuite R' ce que devient R lorsque l'on considère 
l'action de m sur m\ on aura 



R 



, m^xx'-\-yy'-\- zz") m 



dx'^-\-dr''-¥dz'^ a (M 4- m') .,,„, 

la caractéristique différentielfe d' ne se rapportant qu'aux coordonnées 

x\ y\ js' du corps m'. En substituant, au lieu de — Tt^~~~" ^^ 

, dx'^-^-dr'-^-^dz'^ , , ,,, ,. , X 

de \- -•> ces valeurs dans I équation (a), on aura 

m/dR-hm /d'R r-consl. - ' ' — 7ii-=^^ ,^ ^... - 

m» m'2 mm' 



Il est visible que le second membre de cette équation ne renferme 
point de termes de l'ordre des carrés et des produits des masses m 
et m', qui aient pour diviseur i'n'—in; en n'ayant donc égard qu'à 
ces termes, on aura 

ainsi, en ne considérant que les termes qui ont pour diviseur (iV— m)^ 

on aura 

3ffa'n'dtd'K _ _ m{M-hm]a'n' 3ffandtdR 

M ~h m' """ m' [M -h m] an M -h m * 

or on a 

3ffandtdR 3ffa'n'd td'K' 

^^'~' M 4- m ' ^~' M -h m' ' 
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on aura clonr 










ni 


M 


ni anll'^m M — /n an 11 


On a ensuite 




n 






L M - /Il %2A m 

> ' n ? ,- ; 

a' à' 



en négligeant donc m et m' vi5v-k-vis de M, on aura 



m ^ a .11 — nî\a .1^'=^ o, 
ou 

y _ '^\ ^ y 

m\a 



. ^' 



Ainsi les inégalités de C qui ont pour diviseur ii'n'— in)* feront con- 
naître celles de ^' qui ont le même diviseur. Ces inégalités sont, comme 
Ton voit, afiectées de signes contraires, si n et n sont de même signe, 
ou, ce qui revient au même, si les deux corps m et m tournent dans 
le même sens; elles sont d'ailleurs dans un rapport constant; d*oii il 
suit que, si elles paraissent accélérer le moyen mouvement de m, elles 
paraîtront retarder celui de m suivant la même loi, et l'accélération 

apparente de m sera au retardement apparent de rri comme rri^ est 

'A m\/a. L'accélération du moyen mouvement de Jupiter et le ralentis- 
sement de celui de Saturne, que la comparaison des observ^ations mo- 
dernes aux anci(*nnes avait fait connaître à Halley, étant à fort peu près 
dans ce rapport, je conclus du théorème précédent qu'ils sont dus à 
l'action mutuelle de ces deux planètes, et, puisqu'il est constant que 
<*ette action ne peut produire dans les moyens mouvements aucune 
altération indépendante de la configuration des planètes, je ne balançai 
point à croire qu'il existe dans la théorie de Jupiter et de Saturne une 
grande inégalité périodique, d'une fort longue période. En considérant 
ensuite que cinq fois le moyen mouvement de Saturne, moins deux fois 
celui de Jupiter, est à très-peu près égal à zéro, il me parut vraisem- 
blable que le phénomène observé par Halley avait pour cause une ii>é- 
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galité dépendante de cet argument. La détermination de cette inégalité 
vérifia cette conjecture. 

La période de l'argument i'n't — int étant supposée fort longue, 
les éléments des orbites de m et de m' éprouvent dans cet inter- 
valle des variations sensibles, auxquelles il est essentiel d'avoir égard 
dans la double intégrale JJakn^dU} ûïi{i'n!t — int ^ X). Pour 
cela, nous donnerons à la fonction kûïi{i'n!t — int -\- k) la forme 
(i^m[i'n't-int-^i'i'-it)^Çl'cos{in't-int-\-'i't'-it), Q et Q' 
étant fonctions des éléments des orbites; nous aurons ainsi 

ffakn*i/i* 8in(/V/— m/-h A) 

^ /?« fl sin ( /V/ — ini -f - ti'— i i) / a riQ^ 3 r^Q 4r/»Q' \ 



/i» a cos [fn't — int -+- /'i '— /e ) 



\^v '^(f„'_i„)di (iW—m)*dt* (fn'—m)^dt* ) 



Les termes de ces deux séries décroissapt très-rapidement, vu la len- 
teur des variations séculaires des éléments elliptiques, on peut dans 
chaque série s'en tenir* aux deux premiers termes. En y substituant 
ensuite, au lieu des éléments des orbites, leurs valeurs ordonnées par 
rapport aux puissances du teihps, et ne conservant que sa première 
puissance, la double intégrale précédente pourra être transformée 
dans un seul terme de la forme 

; F + E/; sin i^'nH - m/ -+- A -h H t). 

Relativement à Jupiter et à Saturne, cette expression pourra servir 
pendant plusieurs siècles avant et après l'instant que l'on aura choisi 
pour époque. 

Les grandes inégalités dont nous venons de parler en produisent 
de sensibles p^rmi les termes dépendants de la seconde puissance des 
masses perturbatrices. En effet, si dans la formule 

Ç = — ffakn^ dt* sin ( /' Ç' - i Ç -t- A ) 

QF.uvresde L. - \. 4^ 
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on substitue pour ^ et K' leurs valeurs 

ni .,—7 — : — : sin (i n i — ini -»- A), 

. 3iman^,k \/a . . ., ,^ . ^ *> 
1 /-i T-^ — : — z -i—- sm I nt — m/ -4- A , 

il en résultera parmi les termes de l'ordre m* le suivant 

7r .- .— — r_ — ^— sin?. 'in / — mt -h Ai. 

87.- in -in ' nt'^a 

La valeur de C renferme le terme correspondant qui est au précédent 
dans le rapport de m\a h — m'\a\ 

qi^m'^a^n^k^ f . , -, ., -. m^a . -> ,s - s k\ 

66. Il peut arriver que les inégalités du moyen mouvement les plus 
sensibles ne se rencontrent que parmi les termes de Tordre des carrés 
des masses perturbatrices. Si Ton considère trois corps m, m\ m"^ cir- 
culant autour de M, l'expression de dR relative aux termes de cet ordre 
renfeimera des inégalités de la forme ^sinfi>i/— i'/i'/^-iV/H-A); or, si 
l'on suppose les moyens mouvements nt^ nt, n"t tels que in — Vn'-^i"n" 
soit une fraction extrêmement petite de n, il en résultera une inégalité 
très-sensible dans la valeur de ^. Cette inégalité peut même rendre 
rigoureusement nulle la quantité in — i'n-^i"n'\ et établir ainsi une 
équation de condition entre les moyens mouvements et les longitudes 
moyennes des trois corps m\ m\ m". Ce cas très-singulier ayant lieu 
dans le système des satellites de Jupiter, nous allons en développer 
l'analyse. 

Si l'on prend M pour unité de masse, et si l'on néglige m, m\ m" 
vis-à-vis de M, on aura 



n^ 



I 




I 




I 


~r 1 


n'« 


. ' 


n"^ - 




«5 




a'^ 




a"» 
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On a ensuite 

dXi^ndt, d}:,=^n'dt, d^"=nrdtx 

partant, 

On a vu dans le n® 61 que, si Ton n'a égard qu'aux inégalités qui ont 
de très-longues périodes, on a 



m m' m" 



const. = 1 r -J- —y-» 

a a tr 



ce qui donne 



da , da „d(f 

o = m—r- -hm -7- -h m"-^ 



II 



On a VU dans le même numéro que, si Ton néglige les carrés des ex- 
centricités et des inclinaisons des orbites, on a 

consl. =1 m ^ -f- m' \'a' H- m" ^(f, 
ce qui donne 

* da , da! „ da!* 

o — m —7= -+- m -^=z -h m -^= • 

y a y a' y a 

De ces diverses équations il est aisé de conclure 

HT -^î'* ^' 

d^ _ 3 mn'^ n — n" da 
'W ""* m'/i n — /i" a^' 

• 

d^ , mn"^ n - n^ rfa 

rf/ "" * m^'w w'-w" a^ 

Enfin Téquation ^ = i/dR du n"^ 64 donne 

a^ 



Il ne s'agit donc plus que de déterminer dR. 



46. 



364 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

On a par le n^ 46, en négligeant les carrés et les produits des incli- 
naisons .des orbites, 

/w'r — — 

R — -7^ cos(i'' — f; — ni \r'^ — irr' coS'v' — v] -f- r'^] * 

m" r — 

Si Ton développe cette fonction dans une série ordonnée par rapport 
aux cosinus de (?'—(', de v"—ç et de leurs multiples, on aura une 
expression de cette forme 

R = — ir, /)(•) -hm'lr, /A») cos (*''— p ) -+- /w' i r, r'|i«) cosiàiv^—v, -t-m'{r^ /)(») C033 i^—v)-^-.. 



m" 



- ir, /^)(«>-hw*(r,r',(OcosK— «')-t-/w''(ri'^)^*^C0S2(«'"— i')-+-m''(r, r*)(»)c()33(/— p)^ 

d'où l'on tire 
dR - rfr| î— r h/n r cos v — v.-h/n r cos2(v — i^i-h... 



-h m 



ôr ôr 






-+-rfi'[m'(r, r')(*î sin V — f'-h 2m' r,r')(*) sin 2 i^'—v) -h... 

+ m" r, r^jCO sin >'"- i' + 2m'' r, K C2) sin2 y— i^) -+-...], 

Supposons, conformément à ce que les observations indiquent 
dans le système des trois premiers satellites de Jupiter, que /i — an' 
et ri— mi' soient des fractions très-petites de n, et que leur diffé- " 
rence /i — an') — /i'— a/i") ou n — 3n'H- an" soit incomparable- 
ment plus petite que chacune d'elles. Il résulte des expressions de -- 

et de %v du n° 50 que l'action de ni produit dans le rayon vecteur et 
dans la longitude de m une inégalité très-sensible, dépendant de l'ar- 
gument 2fn'/ — n/-h£'— £). Les termes relatifs à cette inégalité ont 
pour diviseur 4(^'— 'i)^ — ^^ ou n — an' 3n — an', et ce diviseur 
est très-petit, à raison de la petitesse du facteur n — an. On voit en- 
core, par la considération des mêmes expressions, que l'action de m 
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pfroduit dans le rayon vecteur et dans la longitude de m' une inégalité 
dépendante de l'argument n!t — nt-\-t — t^ et qui, ayant pour divi- 
seur [n'— ny — n^ ou n[n — 2/1'), est fort sensible. On voit pareille- 
ment que Faction de m" sur nï produit dans les mêmes quantités une 
inégalité considérable, dépendant de l'argument 2(yt — n't-ht"—tj. 
Enfin on voit que l'action de m' produit dans le rayon vecteur et dans 
la longitude de m" une inégalité considérable, dépendant de l'argfl- 
ment n"t — n't -+- e"— s'. Ces inégalités ont été reconnues d'abord par 
les observations; nous les développerons avec étendue dans la théorie 
des satellites de Jupiter; leur grandeur par rapport aux autres inéga- 
lités permet de négliger celles-ci dans la question présente. Nous sup- 
poserons donc 

ir — m'E' C0S2(n'/ — ni -h £ — e , 

m 

dv := m' F' sin2(n7 — n/ -h e' — e\ 

ir'~m"Wcosi[n''t- rit -4- e"— e' : ^- mGcos>'/ — w^ -h e— e , 

iv' = m^'F" sin?. n'U - nt h- t''- i ^ h- mH sin n't - ni -^ e'- e , 

ar":= m'G' cos[nU - n't -h e"- e' . 

di^=^m'E'sin[nU- n't 4- e" - e' i. 

Il faut maintenant substituer dans l'expression précédente de dR, au 
lieu de r, v, r\ v>\ r'\ v'\ les valeurs de a -h 8r, /li 4- s 4- Sf', a' -h Xr', 
lit -f- e'-h V, a"-^ %r\ rit -f- e" +- ^'\ et ne conserver que les termes 
dépendants de l'argument nt — 3/»'/ -f- 2n'7 4- e — Se'-h ae"; or il est 
facile de voir que la substitution des valeurs de 8r, ^, 8r", %s/' ne peut 
produire aucun terme semblable. Il n'en est pas ainsi de la substitution 
des valeurs de Sr' et de Si»'; le terme /w'(r, r'f^^dv9\xï{y—ç) de l'ex- 
pression de dR produit la quantité suivante 



^- -. E" -^— F"(fl, a /•) sm [nt ~ 3/i 



/-h2w"/-he — 3e'4-2e'' ; 



c'est la seule quantité de ce genre que renferme l'expression de dR. 
Les expressions de — et de tv du n® 50, appliquées à l'action de m" 
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sur m', donnent, en ne conservant que les termes qui ont n'—nn" 
pour diviseur, et en observant que n^est à très-peu près égal à |n'. 

E^ _ ,j àa n — n' ^ ' 

a~ ~ '* (/i'~an'')(3/î'--2n'') ' 

îîE" 
F" = 



a 



on aura donc * 

En substituant cette valeur de -^ dans les valeurs de -rr ' —n- et — j^i 

a* at dt at 

et faisant, pour abréger, 

c ô t I 2 ( a, rt ^ ' -' — rt r— r — \[ -r m m -h V /w/ii -r- "7 — r /n/w ) , 

1- ^« .]\« 4 4« / 

on aura, à cause de nk très-peu près égal à 2n\ et de n' à très-peu près 
égal à 2n'\ 

d'iy //2>" d'xy" 

~ - 3 -ITT ^ '^'^ =6nî«sln(/i/ — 3ii'/-h2ii''/-he — 3c'-+-2£''), 

OU, plus exactement, 

rf^i: rf^r rf*C" 

^-3^4-2^=6n»sin(Ç-3Ç'^-2r-^-e-3e'^-2e^^ 
en sorte que, si Ton suppose 

V = Ç-3Ç'-^2Ç"-^e-3e'-r-2£'^ 

on aura 

d^\ 

Les moyennes distances a, a', a'' variant très-peu, ainsi que la quan- 
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tité n, ou peut, dans cette équation» considérer 6/i^ comme une quan- 
tité constante. En l'intégrant» on a 

. ifcrfV 

dt — - -_^-'» 

c étant une constante arbitraire. Les différentes valeurs dont celle 
constante est susceptible donnent lieu aux trois cas suivants. 

Si c est positif et plus grand que =1= 26/1', l'angle V croîtra sans cesse, 
et cela doit arriver si, à l'origine du mouvement, in — 'in-\-2n")^ 
est plus grand que =b 26/i^(i=fi cosV), les signes supérieurs ou infé- 
rieurs ayant lieu suivant que 6 est positif ou négatif. Il est facile de 
s'assurer, et nous le ferons voir particuHèrement dans la théorie des 
satellites de Jupiter, que S est une quantité positive relativement aux 
trois premiei:s satellites de Jupiter; en supposant donc =p ry = t: — V, 
TT étant la demi-circonférence, on aura 

, dm _ _ 

sjc -h ?.ên^coscj 

Dans l'intervalle depuis c7 = o jusqu'à = -» le radical v^c-haên^cosn 



est plus grand que yjn^ri^ ^ lorsque c est égal ou plus grand que 26/1^; 

on a donc, dans cet intervalle, o > n^\/ 26; ainsi le temps t, que 
l'angle cr emploie à parvenir de zéro à l'angle droit, est moindre que 



7: 



7= La valeur de S dépend des masses m, m\ m"\ les inéffalités ob- 

2llv2ê * ^ 

servées dans les mouvements des trois premiers satellites de Jupiler, 
et dont nous avons parlé ci-dessus, donnent entre leurs masses et celle 

de Jupiter des rapports d'où il résulte que — V^^ est au-dessous de» 

deux années, comme on le verra dans la théorie de ces satellites; ainsi 
l'angle cr emploierait moins de deux ans à parvenir de zéro à l'angle; 
droit; or les observations des satellites de Jupiter donnent, depuis leur 
découverte, xs constamment nul ou insensible; le cas que nous exami- 
nons n'est donc point celui des trois premiers satellites de Jupiter. 
Si la constante c est moindre que ±: 26/1^, l'angle V ne fera qu'os- 
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ciller; il iratteindra jamais deux angles droits, si ê est négatif, parce 

qu'alors le radical >Jc— 26/1* cosV deviendrait imaginaire; il ne sera 
jamais nul, si 6 est positif. Dans le premier cas, sa valeur sera alterna- 
tivement plus grande et plus petite que zéro; dans le second cas, elle 
sera alternativement plus grande et plus petite que deux angles droits. 
Toutes les observations des trois premiers satellites de Jupiter nous 
prouvent que ce second cas est celui de ces astres; ainsi la valeur de € 
doit être positive relativement à eux; et, comme la théorie de la pesan- 
teur donne 6 positif, on peut regarder ce phénomène comme une nou- 
velle confirmation de cette théorie. 
Reprenons l'équation 

dxs 



di-^ 



yC -\- 26/l^COSGJ 



L'angle u étant toujours très-petit, suivant les observations, nous pou- 
vous supposer coso r _ i — 1^^ ; Téquation précédente donnera, en 
l'intégrant, 

X et Y étant deux constantes arbitraires, que l'observation peut seule 
déterminer. Jusqu'ici elle n'a point fait reconnaître cette inégalité, ce 
qui prouve qu'elle est très-petite. 

De l'analyse précédente résultent les conséquences suivantes. Puis- 
que l'angle nt — Zn!t -\- in^'t -A- e — 3£'-+- ae" ne fait qu'osciller de part 
et d'autre de deux angles droits, sa valeur moyenne est égale à deux 
angles droits; on aura donc, en n'ayant égard qu'aux quantités 
moyennes, /i — 3n'-{- 2/1"= o; c'est-à-dire que le moyen mouvement 
du premier satellite , moins trois fois celui du second, plus deux fois celui 
du troisième, est exactement et constamment égal à zéro. Il n'est pas 
l^écessaire que cette égalité ait eu lieu exactement à l'origine, ce qui 
serait infiniment peu vraisemblable; il suilit qu'elle ait été fort appro- 
chée, et que n — 3/i'-f- 2/1" ait été moindre, abstraction faite du signe, 
que X/i v6« et alors, l'attraction mutuelle des (rois satellites a sufli pour 
rendre cette égalité rigoureuse. 
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On a ensuite s — Se'-f- 2 s" égal à deux angles droits; ainsi la longi- 
tude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du second, plus 
deux fois celle du troisième, est exactement et constamment égaie à deux 
angles droits. En vertu de ce théorème, les valeurs précédentes de Xr' 
et de V se réduisent aux suivantes : 

àr'--^ (mG — m'^E") cos[n't -nt -+- e'- e), 
èv'= [ma - m'' F") sin [n't - n/ -h e'~ e). 

Les deux inégalités du mouvement de m\ dues aux actions de m et 
de m'% se confondent par conséquent dans une seule, et seront con- 
stamment réunies. Il résulte encore du même théorème que ces trois 
premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés à la fois; ils ne 
peuvent être ensemble vus de Jupiter, ni en opposition, ni en con- 
jonction avec le Soleil; car les théorèmes précédents ont également 
lieu par rapport aux moyens mouvements synodiques et aux longi- 
tudes moyennes synodiques des.trois satellites, comme il est facile de 
s'en assurer. Ces deux théorèmes subsistent malgré les altérations que 
les moyens mouvements des satellites reçoivent, soit par une cause 
semblable à celle qui altère le moyen mouvement de la Lune, soit par 
la résistance d'un milieu très-rare. Il est clair que ces diverses causes 

ne font qu'ajouter à la valeur de -tt^ une quantité de la forme -^ et 

qui ne peut devenir sensible que par les intégrations; en supposant 
donc V= X — C7, et o très-petit, l'équation difierentielle en V deviendra 



La période de l'angle ntsj^ étant d'un très -petit nombre d'années, 

tandis que les quantités renfermées dans -~^ sont ou constantes, ou 

embrassent plusieurs siècles, on aura à très -peu près, en intégrant 
l'équation précédente. 

Œuvres deL.— X, 4? 
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Ainsi la valeur de a sera toujours très-petite, et les équations sécu- 
laires des moyens mouvements des trois premiers satellites seront tou- 
jours coordonnées par Taction mutuelle de ces astres, de manière que 
l'équation séculaire du premier, plus deux fois celle du troisième, soit 
égale à trois fois celle du second. 

*Les théorèmes précédents donnent entre les six constantes /i, /i', n'', 
e, e', t' deux équations de condition, qui réduisent ces arbin^ires à 
quatre; mais les deux arbitraires > et y de la valeur de xs les rem- 
placent. Cette valeur se distribue entre les trois satellites, de manière 
qu'en nommant /i, p\ p" les coefficients de sint/i/v^ + ï) ^^^^ '^^ 
expressions de p, v\ i^, ces coefficients sont dans le rapport des valeurs 

précédentes de ^t -^ et -i^» et de plus on a /i — 3/i'h- :kp" = \. 

De là résulte, dans les moyens mouvements des trois premiers satel- 
lites de Jupiter, une inégalité qui ne diffère pour chacun d'eux que 
par son coefficient, et qui forme dans ces mouvements une espèce de 
libration dont l'étendue est arbitraire. Les observations ont fait voir 
qu'elle est insensible. 

67. Considérons présentement les variations des excentricités et 
des périhélies des orbites. Pour cela, reprenons les expressions de df^ 
df\ df", trouvées dans le n*^ 64; en nommant r le rayon vecteur 
de m, projeté sur le plan des x et des y^ v l'angle que cette projection 
fait avec l'axe des a?, et s la tangente de la latitude de m au-dessus du 
même plan, on aura 

j;=rcosi', y^=rs\ïiv^ z =: rs, 

d'où il est facile de conclure 
dR dR dK 

Ôjr ^ Ox OV 

dR ÔR , ^, dR ôR , ôR 

x-T 2 ^— = 1-4-** cosv-^; rscosv-7 — h s sinv-r— 9 

ôz ox ^ ' as or ôv 

ÔR ÔR , ^, , ÔR ÔR ÔR 

'^ ôz ôy ^ ' ôs ôr ôv 
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On a de plus, par le n® 64, 

xdjr —jrdx=zcdty xdz — zdx^r^c'dt^ ydz — zdy=z c"dt; 

les équations difierentielles en/,/',/" deviendront ainsi 

df — — dx-^ dz (i-\-s^) cosv-r r5 cosv-r — hssinv-^ 1 



— cdtlsi 



dR cosv ôR ssmv dR\ c'dt dK 
or r ov r us r os 



.^, , aR , r, «X . ^R . ^R àKl 

df = dx~. dz\[i -\-s^] sinv^ rssmv-z scos^-r- 

dv L^ ' ds dr ôvj 



ôR sine; dR scosv dR\ &'dt àR 



, / dR sint; dR scos^v dR\ 
\ dr r ôv r ds ) 



r os ' 



m 



..„ , r, ,, ^R dR , . dR-\ 

df'= dx\ (i -H*^) cosv-j rjcosv-^ — hjsmi'-j- 1 

. r, ,> . dR . dR dR-\ 

,jJ àR smv ÔR sqosv dR\ 

-r- c dtlcosv-^ T -T-| 

\ or r dv r ds J 



fdt U\ 



ÔR cosc dR ssxnv dR 
sinv 



dr r dv r ds 



Les quantités c\ c" dépendent, comme on Ta vu dans le n® 64, de 
rinclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe, en sorte que ces quan- 
tités se réduiraient à zéro, si cette inclinaison était nulle; d'ailleurs, 

il est.aisé de voir, par la nature de R, que -^ est de Tordre des incli- 
naisons des orbites; en négligeant donc les carrés et les produits de ces 
inclinaisons, les expressions précédentes de df^{, de df deviendront 



dR ,./ . dR cosi' aR 



rf/ ^ - rfr ~7- - c rf/ sin i' -r- -^ 



dv \ dr r dv 



"5 



j^/ j, àR , / dR ^\nv dR\ 

dr^^ dx-z — \- cdi\ cosi^ -. c- ) : 

•^ dv \ dr r dv j ' 



or on a 



dx -- d{rcosv], dx^=d[rsïnv]y cdt^=zxdy —y^dx^^ r^dv; 

47 
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on aura donc 

df -=1 — [drsxnv -4- 2rrfi'C0Si') -r r^ dv sint'-r-i 

df'r- 'drcosv — irdvsxrw] -^ — h r^rfvcosf-r— • 

•^ ^ ' dv Or 

Ces équations seront plus exactes, si l*on prend pour plan fixe des a: 
et des y celui de l'orbite de m à une époque donnée; car alors c\ c" et s 
sopt de l'ordre des forces perturbatrices; ainsi les quantités que Ton 
néglige sont de l'ordre des carrés des forces perturbatrices multipliés 
par le carré de l'inclinaison respective des deux orbites de m et de m\ 

Les valeurs de r, rfr, dv, -r-? -r- restent visiblement les mêmes, 

or ôv 

quelle que soit la position du point d'où l'on compte les longitudes; 
mais, en diminuant v d'un angle droit, sint^ se change dans — cos^^, 
et cosf' se change dans sint^; l'expression de d/se change, par consé- 
quent, dans celle de df; d'où il suit qu'ayant développé la valeur de d/ 
dans une suite de sinus et de cosinus d'angles croissant proportion- 
nellement au temps, on aura la valeur de df en diminuant dans la 
première les angles £, i\ o, ci', 6 et 6' d'un angle droit. 

Les quantités/ et/' déterminent la position du périhélie et l'excen- 
tricité de l'orbite; en efiet, on a vu dans le n® 64 que 

f 
ungl = y-j 

I étant la longitude du périhélie, rapportée au plan fixe. Lorsque ce 
plan est celui de l'orbite primitive de m, on a, aux quantités près de 
l'ordre des carrés des forces perturbatrices multipliés par le carré de 
l'inclinaison respective des orbites, I = cr, cr étant la longitude du 
périhélie sur l'orbite; on aura donc alors 



ce qui donne 



Ungcj= ^' 



/' f 

sinxn =^ —^====j coscj- 



yfP +/'» y/P +/'* 
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On a ensuite, par le n° 64, 

m 

ainsi, & et c" étant, dans la supposition précédente, de Tordre des 
forces perturbatrices, /" est du même ordre, et, en négligeant les 
termes de l'ordre du carré de ces forces, on aura }Le— sjf^ -h/'* • Si 
l'on substitue, au lieu de V/* -*-/'* » sa valeur [xe dans les expressions 
de sint3 et de cosu, on aura • 

fxe sincy =/', fxe coscy =/ ; 

ces deux équations détermineront l'excentricité et la position du péri- 
hélie, et l'on en tirera facilement 

En prenant pour le plan des x et des y celui de l'orbite de m, on a, 
par les n^ 19 et 20, dans le cas des ellipses invariables, 

û(i — e^) , r^dv.esiniv — m) 

r = z r y ar= ; r-r 9 

I H- e cosli' — m) a(i — e^) 



et, par le n^ 63, ces équations subsistent encore dans le cas des ellipses 
variables; les expressions de c^et de clf' deviendront ainsi 

df=i ==:r2COSi'-f-î^coscy-f-*^cos(2i'— CT)J-r — -a^ndtJi — e^ smt'-r-? 

r/r= , r2smi^-4-fesmcyH-ye smiat' — cy)|-r— -ha*na/i/i — e^cosi'-^-; 

•^ Ji — ^%^ ^ ^ *^ dv ^ dr ' 

partant 

j_ andt . , ,r . , .^dVi a^ndtJi^e^ , , dR 

edw= , sm fi' — ©) [2 -♦- e cos t' — bj)] *::- H cosfi'— cy) -^-> 

- andt r / \ >. 0/ \T<^R a^nrf/ , , , , dR 
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Cette expression de de peut être mise sous une forme plus com- 
mode dans quelques circonstances. Pour cela, nous observerons que 

rfry — dR — dç-j-'y en substituant pour r et dr leurs valeurs précé- 
dentes, on aura 

r^dv.esin[v — js-T- ^ ait — e^] dR — aii — e^] dv -^-i 
or on a 

r^d. = a^ndt^T^^^, g, ^ ndt[^ ^ ecos[.^^)y ^ 

partant 

a^ n dt V I - - e^ sm (i' — m) -v- — — dR _^^-:;:^ [iH- e ces [v — ©)]* -r- ; 

or e e di — e'^ ^^ 

l'expression précédente de de donnera ainsi 



ede -. ^ndts/i — e^ ôR _ aji — e^) .^ 

fJL ÔV fJL ' 

On peut parvenir fort simplement à cette formule, de la manière sui- 
vante. On a, par le n" 64, 

dt ~^ àx ày ~~ ôv ^ 



mais on a, par le même numéro, c™ vV^('"" ^*)» ^^ V^^ donne 



, da^ixa(i — e''^) ede \J [la 

partant 

, andt \ii — e^ dK , „, da 

on a ensuite , par le n° 64 , 

«^"- -dR; 

on aura ainsi pour ede la même expression que ei-dossus. 
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68. Nous avons vu dans le n^ 65 que, si Ton néglige les carrés des 
forces perturbatrices, les variations du grand axe et du moyen mouve* 
ment ne renferment que des quantités périodiques dépendantes de la 
configuration des corps m, ni, m'\... entre eux. Il n'en est pas ainsi 
des variations des excentricités et des inclinaisons : leurs expressions 
différentielles contiennent des termes indépendants de cette configura- 
tion, et qui, s'ils étaient rigoureusement constants, produiraient, par 
l'intégration, des termes proportionnels au temps, qui rendraient à \9 
longue les orbites fort excentriques et très- inclinées les unes aux 
autres; ainsi, les approximations précédentes, fondées sur le peu d'ex- 
centricité et d'inclinaison respective des orbites, deviendraient insuf- 
fisantes et même fautives. Mais les termes constants en apparence, qui 
entrent dans les expressions différentielles des excentricités et des 
inclinaisons, sont fonctions des éléments des orbites, en sorte qu'ils 
varient avec une extrême lenteur, a raison des changements qu'ils y 
introduisent. On conçoit qu'il doit en résulter, dans ces éléments, des 
inégalités considérables, indépendantes de la configuration mutuelle 
des corps du système, et dont les périodes dépendent des rapports des 
masses m, m\ ... à la masse M. Ces inégalités sont celles que nous 
avons nommées précédemment inégalités séculaires, et que nous avons 
considérées dans le Chapitre VIL Pour les déterminer par cette mé- 
thode, reprenons la valeur de df à\x numéro précédent, 

df— {^cosv-^lecosfs-~\ecos['}.v~xs]\-^ a^ndtJ\ — e^ smv-^* 

^ ./,__gi^ -* '-^ dv ^ àr 

m 

Nous négligerons dans le développement de cette équation les carré» et 
les produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, et parmi 
les termes dépendants des excentricités et des inclinaisons, nous ne 
conserverons que ceux qui sont constants; nous supposerons ensuite, 
comme dans le n® 48 , 

r=ia(i-hiij, r'=a'(i -+-«;), 

V = /i/ -f- e -f- i',, sf z=z rit -t- £'-+- i/ . 



/ 
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Cela posé, si Ton substitue pour R sa valeur trouvée dans le n^ 48; si 
l'on considère ensuite que Ton a, par le même numéro, 

enfin, si Ton substitué, au lieu de i^,, u , ç, et t^] , leurs valeurs 

— ecos(n/ -*-£— cy), — e'cos[n't -he'—m'), 
ie sin( /i/ -4-e — tj), 2e'sin(n'/-+- e'— tj'), 

données par le n^ 22, en ne conservant que les termes constants parmi 
ceux qui dépendent de la première puissance des excentricités des 
orbites, et en négligeant les carrés des excentricités et des inclinaisons, 
on trouvera 



jm'ndt.e'sinr;, l^MO + la -^ + {a -^ + \aa' -^^^j 
-am'ndt,! (/A(') + ^a^^ \ sin[i(/i'/ - n/ + e'- e) -+- n/ -+- e], 

le signe intégral 1 s'étendant dans cette expression, comme dans la 
valeur de R du n® 48, à toutes les valeurs entières positives et néga- 
tives de I, en y comprenant même la valeur i= o. 

On aura, par le numéro précédent, la valeur de d/\ en diminuant 
dans celle de c^les angles e, e', u et cr' d'un angle droit; d'où Ton tire 

-«mWr^'cose'(^A(04-ia-j_ + ia'.g-^4.|aa'^5^^j 
H- am'ndt. 1 (i A(') -4- ^a — r — j cos[i (n'Z — nt-h e'— e) -4- n/ H- e]. 

Nommons, pour abréger, X la partie de l'expression de df renfermée 
sous le signe 2, et Y la partie de l'expression de clf' renfermée sous 
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le même signe. Faisons de plus, comme dans le n° 55, 
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(0,.) = - 



m n 



a' 



da 






da^ 






O, I 






Observons ensuite que le coefficient de e'dt sinu", dans l'expression de 
dff se réduit à | o, 1 1 , lorsque l'on y substitue, au lieu des différences 



• 

partielles de A^'^ en a', leurs valeurs en différences partielles relatives 
à a; enfin, supposons, comme dans le n^ 50, 

esinm^hy e'sinm'~h\ 
ecosvs = l, e'coscj'—/', 

ce qui donne, par le numéro précédent, /= pL/,/'= [xâ, ou simple- 
ment/= Uf'= A, en prenant pour unité de masse M, et négligeant m 
eu égard à M; nous aurons 



dh . . , 

5^ = (o..)/- 



O, I 



/' -h am'nXy 



dt 



= — [o, i) h -\- 



o, I 



A'— am'n\. 



De là il est aisé de conclure que, si Ton nomme (Y) la somme des 
termes analogues à om'/iY, dus à l'action de chacun des corps m', m",... 
sur m; si l'on nomme pareillement (X) la somme des termes analogues 
à —am'nX, dus aux mêmes actions; enfin, si l'on marque successi- 
vement d'un trait, de deux traits, etc., ce que deviennent les quantités 
(X), (Y), h et /, relativement aux corps m\ m!\ . . . , on aura le système 
suivant d'équations différentielles. 



dh 
dt 

dt 

dh; 
dt 

dt 



^ = [(o,l)-+- (0,2) -+-...]/- 

/// 

-^ ==^-[(0,i)4-(0,2;H-...]/|4- 



-17=' [(i;o)4-(i,2;4-...]/'- 



O, I 



/'- 



o. 9 



/"-...+ (¥), 



o, I 



A'-h orâ]A''-^...-f-(X), 



i»o 



/ 



I, 2 



/"-...+ (Y), 



■^ = — [{i,o) ■+- (i, 2) -h. . .]A'4- 1 , o I A H- 1, 2 h^-h. . .-h (X'), 



Œuvres de L, — 1. 
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Pour intégrer ces équations, nous observerons que chacune des quan- 
tités A, /, h , /',... est formée de deux parties : l'une dépendante de 
la configuration mutuelle des corps mym\...^ l'autre indépendante de 
cette configuration, et qui renferme les variations séculaires de ces 
quantités. On aura la première partie en considérant que, si Ton n'a 
égard qu'à elle seule, A, /, A', /',... sont de l'ordre des masses pertur- 
batrices, et par conséquent (o, i)â, (g, i)/, ... sont de l'ordre des 
carrés de ces masses; en négligeant donc les quantités de cet ordre, 
on aura 

dt "'^'' dt-'^^' 

dt '-^^ '' dt '-^^ ''' 



partant 

h^f[\)dt, l^f{\)dt, h'=f[Y')dt, .... 

Si l'on prend ces intégrales, en n'ayant point égard à la variabilité des 
éléments des orbites, et que l'on nomme Q ce que devienLalors/(Y';i//; 
en nommant SQ la variation de Q.due à celle des éléments, on aura 

A\)dt^Q-fdQ; 

or, Q étant de l'ordre des masses perturbatrices, et les variations des 
éléments des orbites étant du même ordre, SQ est de l'ordre des carrés 
de ces masses; ainsi, en négligeant les quantités de cet ordre, on aura 

f(Y)dt:-Q. 

On peut donc prendre les intégrales /(Y)rf/, /(X; A, /(Y')r//,..., en 
supposant les éléments des orbites constants, et regarder ensuite ces 
éléments comme variables dans les intégrales; on aura -ainsi d'une ma- 
nière fort simple les parties périodiques des expressions de A, /, A' 

Pour avoir les parties de ces expressions qui renferment les inégalités 
séculaires, on observera qu'elles sont données par l'intégi^ation des 
équations différentielles précédentes privées de leurs derniers termes 
'Y j, ''X , . . . ; car il est clair que la substitution des parties périodiques 
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de h, /, h\... en fera disparaître ces termes. Mais, en privant ces équa* 
tions de leurs derniers termes, elles retombent dans les équations dif- 
férentielles (Â) du n" 55, que nous avons considérées précédemment 
avec beaucoup d'étendue. 

69. Nous avons observé dans le n® 65 que, si les moyens mouve* 
•ments nt et n't des deux corps m et m' sont à fort peu près dans le 
rapport de V à «, en sorte que l'/i'— in soit une très-petite quantité, 
il peut en résulter dans les moyens mouvements de ces corps des iné- 
galités fort sensibles. Ce rapport des moyens mouvements peut aussi 
produire des variations sensibles dans les excentricités des orbites et 
dans la position de leurs périhélies. Pour les déterminer, nous repren- 
drons l'équation trouvéje dans le n® 67, 



, andlJi — e^ dR a{i — e^) .„ 
ede = j an. 

• 

II résulte de ce que nous avons dit dans le n^ 48 que, si l'on prend 
pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée, ce qui 
permet de négliger dans R l'inclinaison <p de l'orbite de m sur ce plan, 
tous les termes de l'expression de R dépendants de l'angle Vn't -< int 
seront compris dans la forme suivante 

m'k cos(i'n't — int -+■ i'z'— ie — gvs — g'^'—g^O' ), 

I, i\ g^ g\ g" étant des nombres entiers tels que l'on a 

= 1-1— g-g-g"' 

Le coefiBcient k a pour facteur e^e'^(tang^<p')^', g, g\ ^"^ étant pris 
positivement dans ces exposants; de plus, si l'on suppose i et V posi- 
tifs, et i plus grand que i, on a vu dans le n^ 48 que les termes de R 
qui dépendent de l'angle V n't — int sont de l'ordre i'— i, ou d'un 
ordre supérieur de deux, de quatre, etc. unités; en n'ayant donc égard 

qu'aux termes de l'ordre V— i, k sera de la forme e^e'^(tangj<p')^Q, 
Q étant une fonction indépendante des excentricités et de l'inclinaison 

48. 
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respective des orbites. Les nombres^, g\ g", renfermés sous le signe 
cosinus, sont alors positifs; car, si l'un d'eux, g par exemple, était né- 
gatif et égal à — /, k serait de rordre/-f-^'"f-^"; mais l'équation 

= 1-1- g- g -g» 

donne 

/+«■'-+- §•"-^'■'-'■ + 2/; 

ainsi k serait d'un ordre supérieur à V— i, ce qui est contre la suppo- 
sition. Cela posé, on a, par le n** 48, — = — , pourvu que dans cette 

dernière différence partielle on fasse e — o constant; le terme de -y-» 
correspondant au terme précédent de R, est donc 

m![i 4- ^) ksinii'n'i - int 4- iV— le - gm - g'^'-g'^O']. 

Le terme correspondant de dR est 

m'inkdts\ïï[i'n't — int -h i'z — it — gm — g'xa' — g" 0^); 

en n'ayant donc égard qu'à ces termes, et en négligeant é^ vis-à-vis de 
l'unité, l'expression précédente Ae ede donnera 

j^~ ç>_ s\n[i'nt--int-^ /'e — it — gfs ^ g w — g^ô ); 



or on a 

on aura donc, en intégrant, 

fît an. un I 'I I M 'm *i I • t f u f\i \ 

e= -rr-, r-r rr- cos{i Fi't — int -h i.g — i î — erfsj — ew — ët" 6 ). 

Ikiin—m) ôe ^ 000/ 

Maintenant, la somme de tous les termes de R qui dépendent de 
l'angle Vn!t — int étant représentée par la quantité suivante, 

m'Psin (l'n'/ ~ int -h i t' - it] -+- m'V cos(i'n't - int h- i't'- le), 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IL 381 

la partie correspondante de e sera 

-rr-, — ^-T T- sinin / — m/-+-« e — i€)-h -r— cosf/'n / — in/-+-i e — le] . 

/x(« n — m) Lde ^ ' de ^ 'J 

Cette inégalité peut devenir fort sensible, si le coefficient iV— in est 
très-petit, comme cela a lieu dans la théorie de Jupiter et de Saturne. 
A la vérité, elle n'a pour diviseur que la première puissance deT/i'— -m, 
tandis que l'inégalité correspondante du moyen mouvement a pour di- 
viseur la seconde puissance de cette quantité, comme on l'a vu dans le 

dP dV 
n® 65 ; mais -^ et -r- étant d'un ordre inférieur à P et P', l'inéga- 
lité de l'excentricité peut être considérable, et même surpasser celle 
du moyen mouvement, si les excentricités e et e' sont très-petites; 
nous en verrons des exemples dans la théorie des satellites de Jupiter. 
'Déterminons présentement l'inégalité correspondante du mouvement 
du périhélie. Pour cela, reprenons les deux équations 

auxquelles nous sommes parvenus dans le n^ 67. Ces équations donnent 

df= ude cosvs — fiedw sinm; 

ainsi, en n'ayant égard qu'à l'angle i'n't—int-^Vt'—ii—gxs—g'ts'—g'*^', 
on aura 

df=m'andt -^ cosm sin[i'n' t — int-{-i' e' — ie---gm—g'vs' -- g''9') — fjLedmsinw. 

Représentons par 



— m an 



dt (^ -h k'\ cos{i'n't - int -+- iV- it -gm- g'xs'- g'^O' 



la partie de [Ledvs qui dépend du même angle; on aura 
df=m'andt(^ -h ^k'\ sinli' n' t - /»/ + iV- je - [g-i)vj- g'm'-g'd'] 
- ~~ A-'sin[r«'/ - int -h i't'- it _(§• + ,) bj - g-V- g-'Ô']. 
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Il est aisé de voir, par la dernière des expressions de df données 
dans le n® 67, que le coefficient de ce dernier sinus a pour facteur 

e*'*"*e'^(tang^<p'f ; k' est donc d'un ordre supérieur de deux unités à 
celui de j-; ainsi, en le négligeant vis-à-vis de j^-> on aura 

— y- cos[i' n' t — int -¥ l'i' — it — gm — g m — g" ^ )y 

pour le terme de edxs qui correspond au terme 

m'k cos ( i'n't — int -h i'z — ii — gxs ~ g'xs - g^O' ) 

de l'expression de R. Il suit de là que la partie de a, qui correspond 
à la partie de R exprimée par 

m'Psin(/'n'/ - int -f- i't'- ii]-^ m' V cos[l n' t - int -hit- ic), 
est égale à 

,,, , :—- 3- cos II /i / — int'\-it — it] r- smii n / — i/i/H-i e — le) ; 

aUn —in]e\^de ^ ' de ^ _J 

on aura donc ainsi, d'une manière fort simple, les variations de l'ex- 
centricité et dit périhélie dépendantes de l'angle i'n't — int -f- l'e'— i e. 
Elles sont liées à la variation ^ du moyen mouvement» qui y corres- 
pond, de manière que la variation de l'excentricité est 

I ÔK 
3 in ôeôt 

et la variation de la longitude du périhélie est 

i'n' — in ()Ç 

__ . . ___^^___ —^ • 

3 ine de 

La variation correspondante de l'excentricité de l'orbite de m\ due 
à l'action de m, sera 

3 i'n' ôe'dt' 
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et la variation de la longitude de son périhélie sera 

_ i'n'— in d^ 
3i'n'e' de" ' 

et, comme on a, par le n^ 65, ^'= — HUlI^ ?; ces variations seront 

m ^a 

myfâ d^^ [i'n'^ in)msja dÇ 

^i'n'm^yfâ! àe'dt' ® 3i'n'e'm' ^^~ à^' 

Lorsque la quantité i'n'— in est fort petite, l'inégalité dépendante de 
l'angle i'n't — int en produit une sensible dans l'expression du moyen 
mouvement, parmi les termes dépendants des carrés des masses pertur- 
batrices; nous en avons donné l'analyse dans le n^ 65. Cette même 
inégalité produit, dans les expressions de de et de dtj, des terfnes de 
l'ordre du carré de ces masses, et qui, n'étant fonctions que des élé- 
ments des orbites, ont une influence sensible sur les variations sécu- 
laires de ces éléments. Considérons, en effet, l'expression de de dépen- 
dante de l'angle i'n't — int. On a, par ce qui précède, 

de — ^cos(i /i / — //i/-hie — le) p- sm (/ n / — i/i^-h i e — i c) . 

Par le n® 65, le moyen mouvement nt doit être augmenté de 

,^f^^\\ [Pcosfrn'/ ~ int -+- Te- le) - F sin (i'n't - int -h iV- le)], 
in — iny^[ji. '^ 



( 



et le moyen mouvement n't doit être augmenté de 

Zm'an^i "^s/^.^pcosii'n't-int-hi'e'-ie]-?' s\n [int -int -{-i'e'- it)]. 



(i' n' - in)-^ (I, ni\là 

En vertu de ces accroissements, la valeur de de sera augmentée de la 
fonction 

2/x«v/7(jV-/«)» " '\ de de) 
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et la valeur de dis sera augmentée de la fonction 



(/mV«' + rm^«;(pg-.P'^) 



On trouvera pareillement que la valeur de de' sera augmentée de la 
fonction 

7.u^a [i n — in)^^ ^ ^ ^ \ de de) 

et que la valeur de dxs' sera augmentée de la fonction 

aa^rt [i /i — mj^e ^ ▼ ^ \ de de J 

Ces différents termes sont sensibles dans la théorie de Jupiter et de 
Saturne, et dans celle des satellites de Jupiter. Les variations de e, e\ 
tj et u', relatives a l'angle i'n't — int, peuvent encore introduire quel- 
ques termes constants de l'ordre du carré des masses perturbatrices 
dans les différentielles de, de\ da, du\ et dépendants des variations 
de e, e\ xs et xs' relatives au même angle; il sera facile d'y avoir égard 
par l'analyse précédente. Enfin il sera facile, par notre analyse, de dé- 
terminer les termes des expressions de e, tr, e' et xs' qui, dépendant de 
l'angle Vn't — int-^i't'—h, n'ont point Vn!--in pour diviseur, et 
ceux qui, dépendant du même angle et du double de cet angle, sont 
de l'ordre du carré des forces perturbatrices. Ces différents termes 
sont assez considérables dans la théorie de Jupiter et de Saturne pour 
y avoir égard : nous les développerons avec l'étendue qu'ils exigent, 
lorsque nous nous occuperons de cette théorie. 

70. Déterminons les variations des nœuds et des inclinaisons des 
orbites, et pour cela reprenons les équations du n° 64, 

, „ . / dR ()R \ 
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Si Ton n'a égard qu'à l'action de m', la valeur de R du n" 46 donne 

dK dR ,,,,,/ I I \ 

^' ^^ '\(*'»+r'*+2'*)' [(^'-^)»+(r'-r)*+(''— »)*]V 

dR dR ,, , ,./ I I. \ 

dR dR ,, , ,Y » • \ 



Soit maintenant 



T=P^ 7 = '' 



les deux variables p et ^ détermineront, par le n^ 64, la tangente de 
rinclinaison <p de l'orbite de m et la longitude 6 de .son nœud, au 
moyen des équations 



lang9 = v^/?* -+-?*> tango =^ 



Nommons/?', q\ p'\ q'\--- ce que deviennent/) et q relativement aux 
corps m\ m", ... ; on aura, par le n® 64, 

z=qy — px, z'=qy~p'x', 

La valeur précédente de pf différentiée, donne 

dp I dc^—pdc 

dfc di ' 

en substituant au lieu de de et de de'' leurs valeurs, oA aura 
on trouvera pareillement 

OStaTM de L. — I. 49 
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Si l'on substitue pour a?» y^ od^ y' leurs valeurs rcosi^t rsinc^» r'cosf^. 



r'siuf'', on aura 



-^ ? ? r^rnnc/«'_i_«\_A/w/«'_«\i ^ R. E. 



En négligeant les excentricités et les inclinaisons des orbites, on a 
ce qui donne 



l4/«-+-y«-hz'«)* [(x'— x)«-r-(^'— ^«-+-(Z'— Z)«]' ^' [a« — 2IWl'C08(/l'/ — /I/H-J'— c)H-rt'«] 



1' 

s 



on a de plus, par le n^ 48, 



y =:^2B(')cosi(n'/-ii/-+-e'-e;, 



[a* — 2aa'cos(n7 — n/-f-e' — e)-hû'«]'^ 

le signe intégral 2 s'étendant à toutes les valeurs entières, positives et 
négatives, de i, en y comprenant la valeur i = o; on aura ainsi, en 
négligeant les termes de l'ordre des carrés et des produits des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites, 

-JT = - -ïr-[COS{/l'/H-/l/-t-s'H-|.— C0S(/l/--/ï/-4-C — f 1 

-+- P"^^ ^ [ sin (/i V -\-nt^ t'-^- 1\ — sin (n't — nt-^ c'— c)l 



.1 
4 c 



^ *#ii'«a'2B<"jcos[(f-i-i)(i?V—n/+»'—t)l—C08[(j-4-i)(/j'r— «/-•-«'— f)-4-ai?/-i-at]J 



p—p 



4 ^ 
ai ne a^ ^ ^ ' ^ ^ 






2 — — ^ [ sin (/l'z -»- /!/ -+- c'-h I ) -F sin (/?'/ — /i/ -»-c'— i)] 



P-P 



-^ /n W' 2 B(' ) [ cos [(/ -h 1 ) (lï V — /!/ H- c'— c)] H- œs [(/ H- 1 ) (iiV — 11/ H- c'~ «i H- a 
^^m'aa'2B(')j 8in[(/-+-i)(/iV-/ïl -4- «'—€)]-♦- 8in[(/-hi)(/iV—w/ H- c'— 
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La valeur i = — i donne dans Texpression de ^ la quantité con- 

stante ^T^ m!aa'W~^^\ tous les autres termes de Texpression de ^ 

sont périodiques; en désignant par P leur somme, et observant que 
B(-i) ^ B(i) par le n^ 48, on aura 



dt 4c 



m'aa'B(0-+-P. 



On trouvera par le même procédé que, si Ton désigne par Q la somme 
de tous les terme? périodiques de l'expression de ^9 on aura 

$ = LZJ^ m'oa'BfO -+- Q. 

.dt ^c ^ 

m 

Si Ton néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons des or- 
bites, on a, par le n^ 64, c = \f^\ en supposant ensuite [i. = i, on a 

n*a' = i, ce qui donne c= — ; la quantité — j devient ainsi 

7 » ce qui, par le n** 59, est égal à (o, i); on aura ainsi 



^-(o,i)(î'-?)+P, 
^ = (o,i)(/^-/>')^Q. 

Il suit de là que, si Ton désigne par (P) et (Q) la somme de toutes les 
fonctions P et Q, relatives à l'action des différents corps m\ wi\ . . . 
sur m; si l'on désigne pareillement par (P'), (Q'), (P"), (Q")» • • • ce 
que deviennent (P) et (Q) lorsque Ton y change successivement les 
quantités relatives à m dans celles qui sont relatives à ni^ w!\ . . . , et 
réciproquement, on aura, pour déterminer les variables/), q^p\ q\ 

49- 
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p\ y", . . . , le système suivant d'équations différentielles 

do ' 






j7 = [>, 11-4- (0,2) H-...];? — (o, i)/— (0,2);?"— ...-I- ;q), 



dp' _^ 



dt 



= -[(l,o)-h(l, 2)+...]ç'H-(l,o)j -+-(l,2)ç''-+-...4-(P'), 



dt 



= [(1,0) -h (i, 2) -{-. . .]/?'— i;i,o);i - (i, o.)p"-.,.-\-[Q'), 



L'analyse du n^ 68 dpnne, pour les parties périodiques de/>t g^p\ ^'f** 



p--f[V]dt, q-f[Q)dt, 
p'=fr)dt, q'-.f[Q')dt, 



on aura ensuite les parties séculaires des mêmes quantités, en inté- 
grant les équations différentielles précédentes, privées de leurs der- 
niers termes (P), (Q), (?'), . . . , et alors on retombera dans les équa- 
tions (G) du n^ 59, que nous avons considérées avec assez d'étendue 
pour nous dispenser de revenir sur cet objet. 

71. Reprenons les équations du n^ 64, 



lang9 = 



_ v/ë^âZ+Tc^ 



— 9 



lange =^, 



d'où résultent celles-ci 



.'/ 



c c 

— =tangf cosd, — =tangf sind. 

c c 



En les différentiant, on aura 



rflang<p=: - (rfc'cosô-hcfc^sinô — rfclangç), 





d6 langç = - (rfc^cosô — de' sinO]. 
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Si l'on substitue dans ces équations, au lieu ^^ ;77' "37' ■^' leurs 

valeurs 

dK dR dR dR dR dR • 

•^ ox ox àx dz dy ^ ôz 

et au lieu de ces dernières quantités leurs valeurs données dans le 
n® 67; si Ton observe, de plus, que s = tang(p sin((' — ^)» on aura 



cos i'— 6:-r-5 
ôs 



.^ rf/lang9C0s(i'— 0)r ôK . , ^, dR .1 [i-hs^)dt 

rflangçzrr ^X__i^ ^l^r— sinli'^Ôj + ^cos^i;- ^jj-^ — ^ 

,.^^ rf/tang<psin(i'-e)r dR . , ^. dR , .."1 {i-^s^]dt . , ,. dR 
deUing<^-=^ ^x_v i|^r— sinfi^-ei^-^cosli^-^lj--^ — -J— sin{v-e)-j^ 

Ces deux équations différentielles détermineront directement Fincli- 
naison de Forbite et le mouvement des nœuds. Elles donnent 

sin ( f — O») tif tangf — dO cos( v — 9) tangcp = o, 

équation qui peut se déduire encore de celle-ci, s= tang(psin((' — H);' 
en effet, cette dernière équation étant finie, on peut, par le n^ 63, la 
différentier, soit en regardant (p et 6 comme constants, soit en les trai- 
tant comme variables, en sorte que sa différentielle prise en ne faisant 
varier que (p et 6 est nulle, d'où résulte l'équation différentielle pré- 
cédente. 

Supposons maintenant que le plan fixe soit extrêmement peu incliné 
à l'orbite de m, en sorte.que nous puissions négliger les carrés de 5 et 
de tang(p; on aura 

rfûng<p=- y costi^-^)-^, 
rfôtang<p:=-y sm(v-e)-^; 

en faisant donc, comme précédemment, 

/i = tang(psin9, 9 = tang(pcos9, 
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on aura, au lieu des deux équations différentielles précédentes, les sui- 
vantes 

, dt dR 

ag— cosi'-T-^ 

^ c ds 

, dt . dK 
dp= sint'-^-: 

or on a 5 = y sinç? —p cosp, ce qui donne . 

ôs sinf ôq^ as cosf dp' 

partant 

j dt ôR , dt dR 

^ c dp ^ • c oq 

On a vu dans le n^ 48 que la fonction R est indépendante d^ la po- 
sition du plan fixe des x et des y; en supposant donc tous les angles 
de cette fonction rapportés à Forbite de m, il est visible que R 
sera fonction de ces angles et de Finclinaison respective des deux 
orbites, inclinaison que nous désignerons par (p|. Soit 6| la longitude 
du nœud de l'orbite de m! sur l'orbite de m, et supposons que 
m'A(tang(p^')^cos(«'/i7 — int H- A -— g^6)) soit un terme de R, dépendant 
de l'angle i'n't — int; on aura, par le n® 60, 

langç; sin9; ^p'—p, tang<p; cosO; = q*— q, 

d'où l'on tire 

;tang,; ). sin^e; = [<y'- g -h ip'-p) sRiy -W- g - (P--P) vPT]^^ 



(tang<f',)scosgff, 



^ W-g+[p'-p)^^]'+[g'-q-{p'-p)\/^V 



En n'ayant donc égard qu'au terme précédent de R. on aura 

^ = - g-(tang(p; )s- m'k sin[i'n'< - int + A - (ff-i)e;], 

^ = -g'(tang«p:)*-m'*cos[iV/-i«< + A-(g— i)e;]. 
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Si l'on substitue ces valeurs dans les expressions précédentes de dp et 

de âq^ et si Ton observe que Ton â, à très-peu prfes, c= -^? on aura 



an 



En substituant ces valeurs dans Téquation s^q^Xnv —pcosi^^ T)n aura 

Cette expression de s est la variation de la latitude, correspondante au 
terme précédent de R; il est clair qu'elle est la même, quel que soit le 
plan fixe auquel on rapporte les mouvements de m et de m\ pourvu 
qu'il soit peu incliné au plan des orbites; on aura donc ainsi la partie 
de l'expression de la latitude que la petitesse du diviseur i V— in peut 
rendre sensible. A la vérité, cette inégalité de la latitude ne renfermant 
ce diviseur qu'à la première puissance, elle est sous ce rapport moins 
sensible que l'inégalité correspondante de la longitude moyenne, qui 
renferme le carré de ce diviseur; mais, d'un autre côté, tangf^ s'y 
trouve élevé aune puissance moindre qu'une unité, remarque analogue 
à celle que nous avons faite, dans le n^ 69, sur l'inégalité correspon- 
dante des excentricités des orbites. On voit ainsi que toutes ces inéga- 
lités sont liées entre elles et à la partie correspondante de R par des 
rapports très-simples. 
Si l'on différentie les expressions précédentes de p et de ^, et si , 

dans les valeurs de "^ ®t ^^ ^ V^^ ®^ résultent, on fait croître les 

angles nt et n't des inégalités des moyens mouvements dépendantes 
de l'angle i'n't^ int^ il en résultera dans ces différentielles des quan- 
tités qui seront uniquement fonctions des éléments des orbites, et qui 
peuvent influer d'une manière sensible sur les variations séculaires des 
inclinaisons et des nœuds, quoique de l'ordre des carrés des masses 
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perturbatrices, ce qui est analogue à ce que nous avons dit dans le 
n^ 69 sur les variations séculaires des excentricités et des périhélies. 

72. Il nous reste à considérer la variation de la longitude i de 
Tépoque. On'a, par le n® 64, 

, , rrfE(o rfE(2) . / .1 

de = ae\ —j — sin(v — ny) -4-^ —j — sina^v — cj) -h. . . 

— rfcj[E(*^cos(i' — Gj)-i-E(^>cos2(v — Gj) H-. ..]; 

en substituant pour W\ W\ . . . leurs valeurs en séries ordonnées sui- 
vant les puissances de e, séries qu'il est facile de conclure de l'expres- 
sion générale de E^'^ du n® 16, on aura 

de = — ^desin{v — ts) -h ^edwcos'v — rn) 

-+-erfe[f -h ^e^-\-, . .]sin2(v— Gj) — e*rfBj(|-f- je' -h. . .)cosa{v — m] 
— e^de(i'h.^*)sin3{v — ta)-\-e^dxn(i-h...) cos3(i' — in) 



Si l'on substitue pour dt et edcj leurs valeurs données dans le n? 67, 
on trouvera, en ne portant la précision que jusqu'aux quantités de 
l'ordre e^ inclusivement, 

de=z ^i__^a[2 — |ccos(i' — lij) H-c^cosalf — ©jj-r- 

-^^_^esin(i'-Gy)[n-^ecos(i'-iij)]-^. 

L'expression générale de dt contient des termes de la forme 

m' kn dt cos ( i'n't — int -h k), 

et par conséquent l'expression de £ en contient de la forme 

Tf—, — r- smfi nt — int-\- k)i 
in— m ^ 

mais il est facile de se convaincre que le coefficient k dans ces termes 
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est de l'ordre i'— i, et qu'ainsi ces termes sont du même ordre que 
ceux de la longitude moyenne qui dépendent du même angle. Ceux-ci 
ayant pour diviseur le carré de i'n'— in, on voit que l'on peut négliger 
à leur égard les termes correspondants de e, lorsque Vn!—in est une 
très-petite quantité. 

Si, dans les termes de l'expression de dt qui sont uniquement fonc- 
tions des éléments des orbites, on substitue, au lieu de ces éléments, 
les parties séculaires de leurs valeurs, il est clair qu'il en résultera des 
termes constants, et d'autres termes affectés des sinus et des cosinus 
des angles dont dépendent les variations séculaires des excentricités et 
des inclinaisons des orbites. Les termes constants produiront dans 
l'expression de e des termes proportionnels au temps et qui se confon- 
dront avec le moyen mouvement de m. Quant aux termes affectés de 
sinus et de cosinus, ils acquerront par l'intégration, dans l'expression 
de E, de très-petits diviseurs du même ordre que les forces perturba- 
trices, en sorte que, ces termes étant à la fois multipliés et divisés par 
ces forces, ils pourront devenir sensibles, quoique de l'ordre des carrés 
et des produits des excentricités et des inclinaisons. Nous verrons, dans 
la théorie des planètes, que ces termes y sont insensibles; mais ils sont 
très-sensibles dans la théorie de la Lune et des satellites de Jupiter, et 
c'est de ces termes que dépendent leurs équations séculaires. 

On a vu, dans le n^ 65, que le moyen mouvement de m a pour ex- 
pression -//an rf/dR, et que, si l'on n'a égard qu'à la première puis- 
sance des masses perturbatrices, dR ne renferme que des quantités 
périodiques. Mais, si l'on considère les carrés et les produits de ces 
masses, cette différentielle peut contenir des termes qui sont unique- 
ment fonctions des éléments des orbites. En y substituant, au lieu de 
ces éléments, les parties séculaires de leurs valeurs, il en résultera des 
termes affectés des sinus et des cosinus des angles dont dépendent les 
variations séculaires des orbites. Ces termes acquerront par la double 
intégration, dans l'expression du moyen mouvement, de très-petits 
diviseurs, qui seront de l'ordre des carrés et des produits des masses 

Œuvres dt Z. — I. 5o 



89Ï MÉCANIQUE CÉLESTE. 

perturbatrices, en sorte que, étant à la fois multipliés et divisés par les 
carrés et les produits de ces masses, ils pourront devenir sensibles, 
quoiqu'ils soient de l'ordre des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites. Nous verrons encore que ces termes 
sont insensibles dans la théorie des planètes. 

73. Les éléments de Torbite de m étant déterminés par ce qui pré- 
cède, on les substituera dans les expressions du rayon vecteur, de la 
longitude et de la latitude, que nous avons données dans le n^ 22; on 
aura ainsi les valeurs de ces trois variables au moyen desquelles les 
astronomes déterminent la position des corps célestes. En réduisant 
ensuite ces valeurs en séries de sinus et de cosinus, on aura une suite 
d'inégalités, dont on formera des Tables, et l'on pourra ainsi calculer 
avec facilité la position de m à un instant quelconque. 

Cette méthode, fondée sur la variation des paramètres, est très-utile 
dans la recherche des inégalités qui, parles rapports des moyens mou- 
vements des corps du système, acquièrent de petits diviseurs et par là 
deviennent fort sensibles. Ce genre d'inégalités affecte principalement 
les éléments elliptiques des orbites; en déterminant donc les variations 
qui en résultent dans ces éléments., et eu les substituant dans l'expres- 
sion du mouvement elliptique, on aura, de la manière la plus simple, 
toutes les inégalités que ces diviseurs rendent sensibles. 

La méthode précédente est encore utile dans la théorie des comètes; 
nous n'apercevons ces astres que dans une très- petite partie de leur 
cours, et les observations ne font connaître que la partie de l'ellipse 
qui se confond avec l'arc de l'orbite qu'elles décrivent pendant leurs 
apparitions; ainsi, en déterminant la nature de l'orbite considérée 
comme une ellipse variable, on aura les changements que cette ellipse 
subit dans l'intervalle de deux apparitions consécutives de la même 
comète; on pourra donc annoncer son retour et, lorsqu'elle reparait, 
comparer la théorie aux observations. 

Après avoir donné les méthodes et les formules pour déterminer par 
des approximations successives les mouvements des centres de gravité 
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des corps célestes, il nous veste à les appliquer aux différents corps du 
Système solaire; mais, relliptieité de ces corps influant d'une manière 
sensible sur les mouvements de plusieurs d'entre eux, il convient, 
avant que d'en venir aux applications numériques, de nous occuper de 
la figure des corps célestes, dont la considération est d'ailleurs aussi 
intéressante par elle-même que celle de leurs mouvements. 
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